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第 工 章 


某 些 非 线 性 演化 方程 的 物理 背景 


早 在 1834 年 ， 英 国 车 名 科学 家 多 素 (J, Scott. Russell) 发 现 
了 和 孤立 波 现 象 ， 哺 着 近代 物理 学 和 数学 的 发 展 , 近 二 十 多 年 来 , 人 
们 对 这 一 现象 的 兴趣 与 日 俱 增 ， 现在 ， 数 值 计 算 和 理论 分 析 均 已 
证 明 ,一 大 批 非 线 性 演化 方程 具有 孤立 子 解 . 孤立 波 具有 非常 奇 
特 的 性 质 , 它们 在 相互 作用 下 保持 稳定 的 波形 , 这 版 类 似 于 粒子 磁 
Ti GS TE PE. 据 此 , 克 和 鲁 斯 卡 (Kruskal) 和 扎 布 斯 基 (N.J. Zabusky) 
将 其 命名 为 “孤立 于 ” 孤立 波 不 仅 能 在 自然 界 中 被 观察 到 , 现在 ， 
一 些 孤 立波 已 能 在 实验 室 中 产生 ， 

随 着 孤立 子 问 题 研究 的 深入 利 发 展 ， 一 大 批 具 有 孤立 子 解 的 
非 线性 演化 方程 已 在 流体 物理 、 男 体 物 理 、 基 本 粒子 物理 激光、 等 
离子 体 物理 BSR BRAUN AME Site Wp BL, 
例如 1895 年 由 浅水 波导 出 移 KAV ( 科 特 韦 格 - 德 弗 里 斯 ) 方 程 , 又 
在 离子 声 法. 冷 的 等 离子 体 磁 流 体 波 . 非 线 性 品 衬 等 一 系列 问题 中 
相继 得 到 .这 批 具有 孤立 子 解 的 非 线 性 演化 方程 有 :， 非 线性 薛 定 
137i T8 IE A -353E JEU, BEGELORI 9b S EORR . 布 森 内 斯 克 方 程 .二 
维 卡 多 姆 采 夫 - 佩 特 维 亚 什 维 利 方程 等 ， 这 些 方程 具有 许多 共同 
的 特征 ， 例 如 可 用 散射 反 演 方法 求解 ， 存 在 贝克 隆 变换 、 达 布 变 
换 ， 具 有 无 穷 多 个 守恒 律 和 延长 结构 等 . 由 于 这 些 属于 可 积 系 统 
的 非 线性 演化 方程 是 和 物理 问题 紧密 相关 的 ， 本 章 将 简要 介绍 某 
些 重要 方程 的 实际 物理 背景 . 这 对 于 贪 微分 方程 的 定性 研究 是 有 
所 帮助 的 . 


§1 KdV FM aA EE A RA a Y E 


RPE, KAV 方程 首先 是 由 科 特 韦 格 (D., J. Kor- 
toweg) dug HEHE CG. de Vries) T 1895 年 研究 水 波 在 长 波 近 
4j. 小 的 但 为 有 限 的 振幅 的 假定 下 得 到 的 ， 我 们 先 从 水 波 出 发 来 
推导 这 一 方程 ， 然 后 对 其 他 介质 在 弱 非 线性 作用 假定 下 再 得 到 这 
一 方程 ， 

设 在 常数 重力 场 中 潜 虑 无 粘性 的 不 可 压缩 的 流体 (水 }， 空 间 
坐标 系 为 (za Z2, y) pe Hr B2 RC Ca, Us, v), 重力 加 速度 也 
Jy ARATI. TH, 有 方程 

V -1£—0, (1.1) 
a + vu 2 vp-gj. (1.2) 

现 考虑 无 旋 运 动 , RU rotu—O. MAAR u=-Ve. 出 
VE) = Qi Ou - rotu xu (uv)u (1.3) 


和 对 《1.3) 积 分 ， 可 得 
2 一 2 = B(1) —g,— 1 (V9)* - gy 
Po 


其 中 了 (为 任意 函数 ,po 为 任意 常数 ， 令 
e'- e- [BC+ at, 
可 得 


u=Vo, x = — p, -iGwy-gy. (1.4) 
以 后 仍 记 eto. HnO.018 
V-u=0 > vip-0, (1.5) 
设 水 的 表面 方程 为 
fm, m. y, H=0, (1.6) 
在 此 表面 上 , 流体 质点 不 能 穿 过 它 , 因此 , 正 交 于 此 曲面 的 流体 速 
2 


度 必须 等 于 曲面 的 法 向 速度 , (1. OE IE BE oe, 


afe ttf et vf, 
流体 的 法 向 速度 为 VT ， 相 等 的 条 件 为 


fin fat vafa vf,—0. G.T) 
特别 ， 当 yn, Va, t) fi, Wa, Y, H =n Lar S2, t)—y B, 由 
(1.7) 


7: Ux, Ha), — 0. (1.8) 
此 外 , 在 自由 面 上 , p po (MRSA MIE), WE 


| Ne iiis Tuto = Pys 


(n= (2 £2, t)) (1.9) 
9: 4-3 (dob g tgn-0. ? 


其 中 Ui— De Ug= Qu, U— Py, Ee dx d, 流体 的 法 向 速度 
必须 为 0, Rn.Vp=0、 特别 在 底部 y= 一 ho《w1， za)， 有 
Py + ge Ron 十 Parsons =0 . 
如 为 水 平底 , 9,70, y= 一 如 、 于 是 我 们 整个 问题 的 提 法 如 下 : 
寻求 速度 势 p RAZEN, 满足 
Vp - 0; (1.10) 
TN 十 Que + Qa = Py 
=n(e1, za 0, (d.il 
eet et A quen 
Bo 一 0， y=—ho, (1.13) 
为 简单 起 见 , 以 下 考虑 一 维 情况 , 即 n=nG@, D. Ry BM 
平底 测量 的 高 度 ， 此 时 ， Py=0, y= 0. 引进 两 个 参量 ; a= 
8 -., gb a RRR TARE, y=hotyn, osle, y 
= hot’ ŽE, n= a, p= TE, o= 8ho， 再 忽略 “/” 记 号， 由 
(1.5) (1. 11.0. 12) 有 
Poss d uy = 0, 0-cy-l-cem | (1.13) 
Py= 0,  y—0; (1.14) 
` 3 


1 
Th DT. AB 9,—0, 
y=1-ton,. (1.15) 
nip ti ap i 9 i-o 
Pi 2 pi 3 B? , 
设 (1.11)、(1.15) 的 形式 解 为 


2m 
em 3i pru £5 gr, (1.16) 


oh fois, D. ECLIORAG IDH- 
ntal fa- (i+ on ne fe pote hs em a ee ps Jo 


+1 +07) Fee E (Lo 097) f ceca + 0(7) -- 0, 
Bj 
Hef CL an) fete -[sa Ton) cece 


+$-(t-ban)feeetelB+0(8)=0, — (L1) 
同样 , 代入 (1.15) 的 第 二 式 , 得 
n+ feos efi - 1 tan? 
(fect Of efen— t [5 B+ 0(P*) — 0. (1.18) 
在 (1.17) 和 (1.18) 中 , MRAR B HI) XR 3H HCL 18) at ORS 
数 , 得 


[ae (w=fe) (1.19) 


40, + om, + 7, — 0, 
如 果 保 留情 的 一 次 项 , 则 有 
mt {Haw} a Boone +0(aB, B") —0, 
| (1.20) 
Wi V Uy - Qe a Beat +0(ag, Bg? E 0, 
HWRE CL.20) rp Z8 itis o, 9 的 一 次 以 上 的 项 , 则 当 o 2 时, 有 同一 
FAR mnt. Ru Ti a B RT. 
w=i,+eaA+ BB d o(o? 4- ?), 


其 中 ALB Ben Ten x) e SH Me, iC) 
Meta AS 308 -&(B. ui i ness) + oC + B*)=0, 


net ye taAa) - &(B. = + ext )+0(0? +6") =0, 
BL m= -ne tola, B)， 故 在 一 阶 项 中 对 二 的 导数 可 换 为 对 = 的 
导数 , 特别 当 取 4 一 Bn lone 时 , 上 面 两 个 方程 -一致 , 有 


N+ tet Ne +e Bi can t+ O(a? + 8?) =0, (1.21) 


此 时 w=n-> LE Bnzs t o(o? + B*), 

在 方程 人 1.341) 中 如 忽略 二 阶 项 , 则 得 到 典型 的 KdV 方程 
nner annet + Boeo 一 0、 (1.283) 

dnzE (1.22) 中, 由 于 90, — —n. (o, B), E mess 换 成 — mess, WA 
EE: ante B01 = 0, (1.23) 


此 即 BBM 方程 . 
下 面 米 推导 一 类 相当 广泛 的 弱 非 线性 相互 作用 下 的 波动 方程 
组 ， 它们 可 最 后 归结 为 KAV 方程 或 伯 格 斯 (J. M. Bargera) 方 程 
mt 十 (nat)z 一 人 0 (1.24) 
(926), 4- (nu? --.P),— 0, (1.25) 
P-PCf, n, uy fy My us, fas Tus a, t), (1.26) 
Ff, n, Uy fo ni, Vay fus, ms tin 77270, (1.27) 
EP n uf ARAB, Um 巾 示 质点 的 数 密 度 , u 表示 质点 的 
速度 , 9.3 4 RAN 23 WIE TG c 和 时 间 变 元 £ 的 导数 , P ee 
示 状 态 变 量 (m uy NRAGRH BR MES RESE AH, 则 P 
为 ?及 其 导数 的 项 数 ， 《1 .34) 为 质量 守 便 ， 代 .人 站 ) 为 动量 守恒 ， 
以 下 举 几 个 例子 来 说 明 : 
(QD 气体 动力 学 : 了 为 压力 p 


px 4 AME uu) F=p-Ap’, mn=p, (1.38) 


其 中 p 为 密度 , pou TET. 
(2) 浅水 波 : 0 为 水 深思 MR LAPT TRAE hu, 


D Llge-lw Coat + ue, rU). (1.29) 


(8) 冷 的 等 离子 体 的 磁 流 体 波 : ,为 磁 强 B, P~ > BY, 


B, 
d J =0, (1.30) 
(4) 冷 的 等 离子 体 的 离子 声波 : fuii dos, 
P-s-14 Fan~0"+the~0, (1.81) 
在 局 部 热力 学 平衡 状态 下 , 车 了、 中 所 有 导数 消失 , 则 有 
P-P(f, n), F(f, n)=0, (1.82) 
此 时 , h (1.25) 8 
mu; A muni TP. 0, MCA 2L A. 
aF ef BP ee 
HH OF üs ds of 0, wet ， 即 得 


Dn PM 一 P,]. 
车 o>0, BE 

fM (0, 

| (1.83) 


a? 
Uy A Ua + Me =0, 


(1.83) ERAS, IE -F cua, aR, MŽ 
于 均匀 态 的 小 扰动 , 即 得 波动 方程 


> 
thts — ius = Oy 


其 中 mo 为 均匀 波 速 . 在 以 下 推导 KdV 方程 和 伯 格 斯 方程 中 , 必 
须 考 感 小 扰动 的 非 线性 项 葛 影 响 ， 即 了 ,了 导 数 的 效应 。 我 们 作 
如 下 的 变换 ; 
E=a"(a— ast), 
i 
其 中 表示 初始 扰动 的 振幅 ， 便 设 s<Ti 指数 00, 待定 ; wo 表 
示 某 种 波 速 , 视 为 常数 . 在 变换 (1.34) 下 , (1.20, (1.25) 
8n, t (uw — Go nt nu, = 0, (1.85) 
att, + (u — ao)u, +n 1P,—0, (1.86) 
状态 变 元 (mn, f, u) ORs 在 平衡 态 A= (ny f, u)— (no, fo, OW 
附近 和 作 渐 近 展 开 : 


(1.34) 


N= Not En 4 ean 4 ue, 
fa fot efPterfO ton, 
w= O+ ay? + ay + ore 
PF 也 作 展 开 
P=Po+Ps(f —fo) +P, (nno) + Py,t— uo) tole), 
F=Fot+ Ff- fo) - F.(n—mo) +Fy,(u—%) + 0(8), 
HTARR AM mA, Pu F0, 由 


i 

PE = P, ft» Pn, Fy, £z TE a 0 
有 OPH P afm P An 
a SE "a 


~[P..—(3=)P, | On = gg 20 


23 og * 
车 上 述 展 开 考 虚 到 二 阶 项 , 可 得 
PP = anp + Anni? +e*1Bry + 8 -10n\h}, 


常数 a A BLO 对 于 上 述 例子 具有 如 下 的 表 ， 


801.85), (1.86), 比较 8 一 阶 项 ,有 


5 


a? 
Gone? = nout, aut = (£u. 


和 进行 积分 ， 并 利用 边界 条 件 ， 有 aon? = nw, 代入 (1.35) 40 
《1.36)， 取 二 级 近似 , 得 


ng? dun? + noug? +n uy? — aon? =0, 


即 ne nas nati ayn? nou? =O 
及 
Se dp AL petri ga B nip tert oO nil 
To no no Ra 
二 a n - Put D aq — 0 
m TE oU g . 
2 " 
Br — aug np c (nz: 1-2 © smi), gie nuin, Dg 
no 10 
得 nw 满足 的 方程 
F A 3 ao 
‘1) A TY 
ny (= -a n." ng 
a-1 B 24-1 O 
Tat Ss ng + 8 EA nye =0, (1.87) 
在 方程 (1.87) H, 1n B 0 FER, ha a=], O-—0, WER 
伯 格 斯 方程 ， 如 了 =05 色 获 ) a= WEA KdV 方程 
A 3 a (8j 
nD) .| 上 BO lIn 上 E 2 
+( 2 mo y Ne + Ba n= 0, (1.38) 


“Pd fal pie Kav 4 


Up Ulle + Meee =O (1.39) 
的 孤立 子 解 ， 其 中 ， 常 数 凡 可 正 可 负 ， 若 jy 之 0 时 ， 作 变换 u 
—u, v> s, ti, lj (1.39) n[ apo 

ti + its — Beso —O. (1.40) 
ATR poo. Sule, t)—-u(£), £—2z— Di, D=const, 代 
AG.40), 3159 € HA —U5 可 得 
ay Y = -43D + 6Au+6B=f(u), (1.41) 


sx( ae 
HPA BABAR. QADR f20 时 才 可 能 是 实 的 
(47-0). WE fGoDUS— T 38, 则 它 是 元 界 的 .现在 我 们 假设 
函数 f(w) 有 三 个 实 根 ， 好 了 Cw)= 一 (Ww 一 61) (u —e2) (u e), 其 中 
ca<co<cos， 由 此 推出 : 


D= (er ees), 


fon 


A= i (css + Cats + ests) , 


B- d (catsts) " 


应 数 了 (的 一 般 形式 如 图 1-1 BAL ER AX A Bom. 
(了 .入 ) 的 精确 解 能 表示 为 雅 可 比 椭 圆 钞 数 


u=ula, t)=C2+ (0s — caci 


Ty pe EDI b], (1.42) 


其 中 如 = 2a = . ARRAS (1.42) 通常 被 称 为 椭圆 函数 波 
(cnoidal Y HTAA c 的 实 周期 为 2b, k 为 第 一 椭圆 积 
分 , 因此 “onoidal” 波 的 周期 为 T= ty —— 

24 k=O, ¢.(€, 0) —cos£, MAR CT.41) BR fet 
Lg [zs -Elato F e] | (1.43) 


u=eta costa 


9 


Cz +63 2008 Ca 
其 中 c= —9 4 a= go 


4 k=l kj, c£. D -seeh£, Bp esc. Ef, WPA 1-1 rp gt 
2g B 所 示 , 此 时 周期 变 成 无 穷 大 , 得 到 Kd V 方程 (1.39) 常 见 的 孤 
RES 
w= + (es~¢,)sech?| IO [s- Iona]. 
(1.44) 
Bik =u. Cs—ci=a@, WUCL.44) 2 p 
w= Ua +A secbe[ zle- (v. Z)e]}, (1.45) 
这 里 w 表示 在 无 穷 远 处 的 均匀 态 ，4& 表示 孤立 子 的 振幅 . 从 
(1.45) RT EUE Hh, 这 种 白 立 波 相对 于 均匀 态 的 速度 , EE E T 
的 , 而 波 的 宽度 则 反比 于 振幅 的 平方 根 , 且 振 幅 与 均匀 态 无 关 . d$ 
we =0 1, WI A CL.45) 8T 48 
uls, 1) -3D sech? YP (5 — pi), (1.46) 


$2 萨 验 罗 夫 方程 和 竺 离子 体 的 孤立 子 


60 年 代 末 以 来 ， 已 有 很 多 文章 对 孤立 波 在 等 离子 体 中 的 传扬 
作 了 研究 .在 激光 打靶 中 ， 人 们 观察 到 在 临界 面 附近 形成 的 密度 
凹陷 ， 由 于 地 塌 出 现 的 涪 旋 性 孤立 波 的 传播 ， 及 激光 光束 在 非 线 
性 介质 中 自 聚 焦 时 产生 的 孤立 子 ， 高 频 电 场 产 生 的 关 经 尔 (I. 
Langmuir) 孤 立 子 以 及 蜗 频 横 场 产生 的 光 孤 立 子 等 由 于 实验 
技术 的 不 断 提高 , 在 等 离子 体 和 激光 相互 作用 中 , LAE SI OK HE 
多 的 很 有 意义 的 孤立 子 现 象 . 

我 们 从 双流 体力 学 方程 组 出 发 ， 可 得 到 重要 的 萨 哈 时 夫 〈V. 
E. Zakharov) Fr ft. IEZS EE E EWE (CE. Schrödinger) HH, WR 
BOF SLT. DA F AML FH, 
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双流 体力 学 方程 组 是 指 电子 、 离 子 流体 力学 方程 组 ， 离子 方 


RH 
He 4L V nb, — 0, (2.1) 
mM (ovo) Tivn tm (B+ oe), (2.2) 
电子 方程 组 
Be eV nt 0, (2.3) 


at 
REM BABA 


nm (2 ove )- - Tiv ne (E 9B), (2.4) 


18B _ 

PX m vxE, (2.5) 
i 2E _ -YX 加 一 iud —— (nt, nW), (2.6) 
c of 

v. B=0, (2.7) 


其 中 mn ns 分 别 表示 离子 .电子 的 数 密度 ; pieos 分 别 表示 离子 、 电 
于 的 运动 速度 ; Mom 分 别 表示 离子 、 电子 的 质量 ; Z Te 分 别 表 
示 离子 、 电 子 的 温度 , 。 表示 电子 电荷 ， 召 类 示 电场 强度 ， 召 表示 
磁场 强度 ，e ERKE, V= it -2 .由 于 离子 速度 
obs HERRERA, rfc 2 p 222-9, 2 
因 我 们 考虑 问题 的 尺度 很 小 ， 只 有 几 个 仇 米 ， 因 此 ， 在 这 里 取 
T, T, 为 常数 . 

如 同 通 常 的 做法 ， 可 把 等 离子 体 的 运动 分 为 低频 和 高 频 两 个 
部 分 ， 离 子 只 作 高 频 运动 ， 把 电子 量 和 场 量 分 为 低频 部 分 (下 标 为 
DURARA CRN A), BU 

n, 7 Tu +N, E- E,+ E,, B-B,B,. (2.8) 
引进 物理 量 对 时 间 的 平均 最 


Fle) X] fom dt, 


2 


fie, (flay tla. 


T C v)de— fia, t), 


"f 


AFG, 0) =f B), gs els t XX. 
SUR RIE NOCENDI. APE BR w, 满足 
1 1 1 
Tu Fo Fup’ 


P3 HU 


Ka £)—0, ngala, t1 — (2, £) 
na (m, £) —0, f —nQ— Ta. 
对 于 离子 方程 , BN ARS, BO BOER et, M 
电场 强度 EX OE. 于 是 有 


— JV «nt; — 0, (2.9) 


nM (99. 4- vvv) =—T.9n,+neB;, (2.10) 
IETARI E ME, BY 


an, 
b V nU, 0, (2.11) 


m( & c vu) = is Ty, - (gp - 93), (2.18) 
X£(2.8) [X (2.11). (2.12), JPA EIR MCE-3 89 HE TE ER, 
可 得 

T 


“ERRAR? 


à. 


rm | V (t; mea) = 0, (2.13) 
m (e. 2 VU, HV) 


= -py am eB, e A —e sux Ps (2.14) 


出 于 om 很 小 , V 与 0; 差不多 , Bee C214) HAT A mt ijr FF 
à B0, 于 是 可 得 


= 25. z — Sze (nO, — "4t, — Da) 
v- E,- Ane(n,— n) + f(s) (2.18) 
或 
—Ap=4me(m—1)+f@), (2.10) 


joi, Ej Ap, f(x) Noo «KERB. 为 简单 计 ， 取 f (2) 
—0, ir gun (2.3) - (2 D) RACE BUR RUOTE El, BR o 0, 并 


48 Wie (Raa — MDa), nU Vy OVO} BH, 在 =n «1 近似 下 
可 得 双流 体 耦 合 方程 组 
On, 


TO -Ve (n0) =9, (2.17) 

m, M c vvv )= -T Vnt neEn (2.18) 

V+ E= áxeln ta), : (2.18) 
= p, m Ty 

eE, T, "ui VU, (2.30) 

2 y. (nuts) 70, (2.21) 
LL EE 

0n Ot rs (2) eb, (2.22) 


i3 


eE, . Py Er, tY (VEn) - iV (V+ E) 


P 
+o} GH EQ: V Ina - £F 21h m, 
= ine ME (v. v,)- y? 2p,] 2M zm Un 
(2.23) 
其 中 0 为 光速 , 吕 T 是 电子 热 运动 速度 的 平方 、 现 设 
TU Vn. 
v (2) Y, (2.24) 
于 是 (2.22) 可 近似 为 
m A ML —eF,. (2.28) 
BRM KAGE podio 5 = DELI 
|^: Me ee Pal. 
于 是 ,在 (2.25) 中 可 忽略 — T, LE 项 , 可 解 出 
v, ens ce +00, (2.26) 
EPO Ee) 9o, wr mE, 
c.c RAM — D fy CIERRE, 
在 (2.30) 中 ， 
Maa m e 3 
-7 voss ma VEz. 
在 (2.23) 中 ， 再 设 六 于 一 0, 干 是 最 后 得 到 简化 的 双流 体 方程 组 
oo 0, (2.21) 
M (22 LD, vv) = ~LivatneE, (2.28) 


HIL zb ML x4 Mh n 327 


VeE4xe(no- ni), . UU oll. 2) 
f 2 - ; 
E LV. E (2.80) 


7h mw; 
ZE, ov e ev(v- E) dv (E) 


_ Sonne” BE. : (2 à 81) 


方程 组 (2.27)~(2.3I) 是 封 团 的 ， 即 共有 未 知 函 数 及 未 知 函 
BILE +. 2, no 2;, En En 而 方程 (包括 向 量 方程 ) 组 的 个 数 
正好 也 是 5 个 。 它 至 少 有 三 种 波 ， 离 子 声波 , 等 离子 体 波 和 光波 . 
每 一 个 波 都 有 产生 空间 凝聚 的 非 线性 项 :离子 声波 是 输 运 项 
v, Vv, 等 离子 体 波 和 光波 是 方程 (2.31) 中 的 非 线 竹 项 ， 三 种 波 又 
都 有 色散 项 ， 离 子 声 波 是 电荷 分 离 项 VE, $A TEE 
VE, 项, 光波 是 CVE, 项 , 由 于 非 线 性 项 和 色散 项 相互 作用 达 
到 的 某 种 平衡 , 形成 了 声 、 等 离子 体 、 光 孤立 子 。 从 这 套 方程 组 出 
发 ,就 可 得 到 萨 险 罗 志 方 程 和 非 线 性 薛 定 评 方程 等 . 

18 ORR EO, WHA CL .27)~ (1.31) 4% 


Er 4 Ye (£j) =0, (2.32) 
n, M (2 +0, ve.) = TVn —neVe, . (2.33) 
Vg = 4ae(n;—™), (2.84) 
i= rw OXP (2) l (2.85) 


RY E,-0, E= —Vo 为 纵波 .考虑 一 维 情况 , ARTO, v= 
w 无 量 纲 化 上 述 方程 组 , 可 得 


Qn, Ory, T 

FP EE UE 0, ] (2.86) 
ou, ,, 04 || Op 

at" Oe ae? k28) 
8? 


oem. (2.88) 
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& mg Di, HB |s| BY, 7.1, 2,0, p90, 可 得 


n(D—»,) =D, 
ED- =F D-o, 
TE enle) 
由 eo" 
i JD ap" 
可 得 » p 
UP 一 op m = -Q 
der Vee F(9)-G'(o), 
其 中 


G(p) = + DV D—2p —(D*4-1), 
RID=D-1<«1, WH 2.43) 7B 


Ea = i g*(388D— 9), 
plé) —38.D sech? [/9D 一 Di), 


其 中 孤立 子 波 的 峰值 是 35D， 宽 度 是 5 . 


作 变 量 代 换 
£es(s-D, v4, 
则 离子 声波 方程 组 (2.36) ~ (2.88) 变 为 

en, On; On, aa 
Oe uw o N 

Qv, x Qv, Ov, 2.99 
"es Cop Cap OE” 
Seren 


UP He & 展开 : 
16 


(2.99) 


(2.40) 


(2.41) 


(2.42) 


(2.48) 


(2.44) 


(2.48) 


(2.46) 


(2.47) 
(2.48) 


(2.49) 


nym 1 an + 270 + veo, 

9, 7 6v + ghy 4 nee, 

p= Bp 4- eg 9 + S 
RA(2.47) ~ (2.49), 可 得 


nh = yd = pth, 


oe — 9 二 CD —n™, 
an on By Ankh gh 
“or oF | a | of 
BW P , (4,09? — — 9p 
óv OE a 7o 00b 
(2.51) Xt E KAR, Bt (2.52), (2.53) RAM, 可 得 
此 即 KdV WH. 


从 方程 (3.27) 一 (2.31) 出 发 , 取 mu 一 mi UE 
Mi( 共 一 rat 十 9 人 (ay 1), 


, 


(2.50) 
(2.51) 


(2.52) 


(2.58) 


(2.54) 


R n, 如 为 小 量 , 对 方程 组 (3.27)、(3.38) 及 (2.31) 作 线性 化 ， 


得 
en 
a y nov= 0, 


3 r—— 
mM So Tm T Yn- ne VEL, 


2 
2mws 


2 
s — 4 VE, = _ Siuta Eh. 


(2.55) 
(2.56) 


(2.57) 


ZERBA, ME(2.31)P, —c'V*E,- e v(v: Ey) -0, 可 
#$(2.57), ig E,— E, (2.56)94 t f — x, (2.56)oR — RAE 


运算 , 可 得 
Om —— 272,4. x2 E 
Grp CY 77VCERM 
oE 


—«? V:E- — w? e. 
a ve VE vi(1-2)8, 


(2.58) 
(2.59) 
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Stop of IoT ww Te, up SEN o ap pup 


E(a, t)=8(a, Dente. €, (2.60) 
其 中 加 的 高 频 部 分 包 合 在 因子 CU", (s, DARE 8 
略 n m, n 可 得 


-vm Bs (2.61) 
— 2w, D cuivis -u Zs, (2.63) 
ETERA ae, 无 量 纲 化 , 可 得 
D An Als], (2.68) 
| (a :ngs—0, (2.64) 
令 E 
8—9(z—ci)e i999, — &-a(s—cb) — (2.95) 


Hp pg Oe 均 为 实 常数 ， 将 (2.65) 代 入 (2.68)、(2.64), 不 难得 
到 它 的 孤立 子 解 


e(m, esl Marae un 
NR ae ios ) Jre $ 
nle, t)= "au > soch? [sd ot — zo)}, 


(2.66) 
其 中 设 g 一 六 (即使 w' 的 系数 为 0)， 这 里 有 4 个 参数 ，zo 代表 


i 一 0 时 波 包 位 置 , ORAM, ESKE ma 和 ee HRM 
立 子 速度 . 从 (2. 66) 可知 ,0? 必须 小 于 1， 即 孤立 子 一 定 是 亚 音 


Wi. v t. ARMM, P0 0 EMERE R 


度 是 和 宽度 平方 成 反比 的 。 当 ê< 时 ， 可 作 前 坊 SUL, 从 方程 
(2.63)18 
I8 


n= — ie", (2.67) 
RA (2.64), 即 得 非 线 性 能 定语 方程 


Gar Ege + E 2 一 0. (2.68) 

如 果 波 包 在 波 数 天 空间 充分 空 小, 可 得 方程 组 
i Ae ue (2.69) 
Dn (o 2 - A)n=Alel’, (2.70) 


此 时 可 得 到 哨 孤 立 子 (whister soliton)、 由 于 方程 (2.69) 中 的 相 
互 作用 项 前 的 符号 和 萨 哈 罗 夫 方 程 的 根 反 ， 这 就 导致 了 该 孤立 子 
运动 是 超声 的 , 而 且 它 有 密度 峰 , KAP LA QE P M BEN. 

当 o>1 时 , 即 接近 于 声速 区 时 , 我 们 从 孤立 子 的 表达 式 (2.66) 
可 奢 到 等 离子 体 扰动 密度 、 能 量 、 孤立 子 宽度 的 倒数 等 均 趋 于 0， 
TE, 有些 物 理学 家 提出 用 布 森 内 斯 克 (M. J. Boussinesq) 77 f 
R KAV 方程 来 代替 声波 方程 、 在 这 种 情况 下 ， 密 度 扰动 较 自治 
地 满足 方程 


x Tog — Nex — g(n*Y,,— Agree 一 |e! 8 Pm (2 T1) 
Ne F Ne + Bin? at Isse = = [e]2. (2.72) 
对 于 耦合 方程 组 
be 二 es 一 ne 一 0， (2.78) 
Tete ee Neses —ÒCn Jea = [8 | Sas (2.74) 


中 3 一 全 PL ,我 们 可 找到 (2.73) (2.74) ROMS TB 
Ke A tanh{B(a— ví— vo) }sech{ Ba ~— vt — zo) } 
expli (a v- Qi — -e)t 
Tas o, t) — 6», pec 39) 1; (2.75) 
其 中 A? = 48226, a-a-=, vc, 


如 果 在 方程 组 (2.58) (2.59) 中 , 色散 项 ot HE ane, 


Qu 
好 有 
Pa sën E P? 
eu - eg Jt (008 ) 
S puer ecc pie um 2. 
aE ay wy (is n E, (2.77) 


则 可 得 到 光 孤 立 子 ， 事 实 .上 , 令 He, H mel, tjet tee, FB 
KE cule, ORM, 得 


an en jel? 
a © ACC Balt” eum 
94 de a. Pe _ mn 
2iw, dar ee crm 8, (2.9) 


它 和 萨 哈 罗 夫 方程 的 差别 , 仅仅 在 于 把 o Re? 因而 光 抓 立 子 
的 宽度 要 比 衣 织 尔 孤立 子 的 宽度 宽 c/w 信 ， 


$3 朋 道 - 利 弗 席 英 方程 和 磁化 运动 


1935 年 ， 朗 道 (L. D. Landau) ffl 28 jk (E. M. Lifshitz) 
在 研究 磁 畴 壁 运动 时 , 提出 了 磁化 运动 方程 组 


hzx Hi-Mrx (2x), (3.1) 


其 中 oA. RED X220, z(o, D-—(u(, D, z(e, D, 
z(e, PEZE RERA, EEG RELIER HE, “x” 表示 RO pi 
BME; H 表示 有 效 磁 化 强度 , 当 存 在 电磁 场 的 情况 下 ， 

Hie Az+H, (8.8) 
其 中 五 (w, DAREKAR, CMERM HA BABA: 


VX Ha = + = , (8.8) 


. e 
VxE--l 2 (H+422), (8.4) 
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v.He4sz)-0, v-E=0, (3.5) 


J- oE. (3.6) 
FEAR A HR BE HR T, 调 道 - 利 弗 席 欧 方程 组 可 写 为 
ÎE aha x Az - Aue x (ZX Az), (8.7) 


其 中 第 一 项 表示 磁化 强度 z RARA 吾 * 的 运动 ， 第 二 项 表示 
FAW. Gilibert) 耗 散 项 ， 这 个 方程 组 是 铁 磁 介质 中 的 重要 运动 
方程 组 ， 最 近 寸 多 年 中 引起 许多 物理 学 家 和 数学 家 的 重视 .1979 
年 拉克 希 玛 南 《M. Lakshmanan) 等 研究 了 无 外 加 磁场 、 无 耗 散 
fey —HEDIE UR p E SR 7T BE AL 
Z,= 2X Ze (8.8) 
的 孤立 子 解 , 他 们 得 到 了 具有 形式 z- z(z—ce Boe e 
z= acosa-+-{b cos( Ez — wt) te sin (ke — wt) sin a, 
(3.9) 
Api a. b.c 为 良 ? 中 相互 垂直 的 单位 常 向 量 , 常数 a. 廊 任 意 , w= 
¥ cos a, 
STi REB (3.8) fe a RE PRE Re 
u= sin f cose, 
[ose sinp, (3.10) 
w= cos D, 
Hp z= (u, v, w), |zi=1. Hit, 方程 组 (8.8) 为 
9,— — 20,0, 008 6 — Pra sin B, 
gy, sin = 8,,— (Pe) sin Ó cos, (3.11) 
4811 (3.11) BLZ, 得 到 了 特殊 的 孤立 波 解 


1 2 
cos [ tanh (4 o(e—et) )] s 
ENT ION (3 = yy 1 
\ p= tan [iann * c(g — ot) | Ta em 


其 中 o WS PAK. Nakamnks) EAJ. Tjon) AHE 
(H.O. Fogedby) 4$ JEJE OF It T 8 Fh Bk R DG TRE RT E 
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(3.12) 


r= 2X Lag b eX, (3.18) 


Z(z—ct) My fe gift 
Z- (1-5 cog, VIZ sising, so); (3.14) 
Hh EÉ—REs—ut4 gp, sy hup UW is ÉL 
XEDE (3 18, fF MA PAB HR (3.10), ME (3.19) HY ML 


子 解 
or es -2 由 一 好 一 20 
cos 6 1— A cosh (229-2 ), 


= Wh ses en 3 2 (2=4—2)) 
.9 Pot uem ci ~-- xo) + tan "TE tanh —Tr Jh 


其 中 常数 2o. oo HORE, 常数 4. 荆 满足 关系 式 

4-2-5., r-(-(2)). (3.15) 

塔 赫 塔 忠 ( 工 . A. Tekhtajon) Mew. O. Fogedby) SA 

用 散射 反 演 法 研究 了 方程 组 (3.18) 的 孤立 子 解 ， 塔 赫 塔 忠 得 到 方 

程 组 (3.13) 的 N PSE Fit, PRP REH TE E-H BE 7; RR 

(3.8) SIERE CIS 7r Ew NUR SEHE PES 此 后 , 05 BP a 

FRAN WA, RATE RAR, 特别 是 与 非 线性 酵 定 
得 方程 的 关系 作 了 一 系列 有 意义 的 研究 工作 . 

从 偏 微 分 方程 的 研究 角度 , 朗 道 - 利 弗 席 芯 方 程 也 是 令 人 感 兴 

MH, 方程 组 (3.8) 改 写 为 
2; —./ (Z)Z., (3.16) 


u 0 —w v 
e-+) sa- w 0 -») (8.17) 
aU — v u 0 


AXE UE RB of (2) FUB T TR 
(i) Fe M 
£-(z)6-0, HHE ZER, 


其 中 


Ci) ae RD 
det./(z)—-0, iH ZER, 
实际 上 ，.%{2) 为 三 阶 闪 矩阵、 因此， 方程 组 (3.16) 为 强 退 化 的 . 
强 耦 合 的 拟 线性 抛物 型 方程 组 、 1983 年 以 来 ， 我 们 对 产道 - 利 弗 
席 蕊 方程 组 的 各 类 定 解 问题 (其 中 包括 空间 一 维和 高 维 的 情况 ? 进 
行 了 比较 系统 的 研究 . 


$4 布 森 内 斯 充 方程 和 户 田 晶 阁 ， 
布 因 -- 英 菲尔德 方程 


SK (E, Femi) 55 SRAAMS MAEM 64 个 质点 以 非 线 
性 弹簧 相 联 的 力学 系统 。 分 别 考 察 运动 方程 组 
人 一 (ma ttii 22;) ta (m1 2)? — (0 — B17), 
| t= (rea +254 22) + BU (iy m6) — (0 — 2 a?], 
Di = 83 (54124) — 82 (a4 — Di1) +6, 
(4.1) 
RH i=l, 2, …，64， 具 有 周期 初 值 条 件 


m;(0) = sin Lm z(0) =0, (4.2) 


其 中 o OAH 9 ARETA D H DL ER. a, B, 01, 02 fll o JE 
某 些 确定 常数 ， AT 


Gy = bx sin LA (4.8) 
则 能 量 
yin. 再 pof 一 lg NC (2,— 2,1)? 
2. Tg 2 , 
| 1: " (4.4) 
kin ot. 4 JU 
Ea tE 44 --2a; sin i28" 


经 典 统计 力学 认为 , 任何 微弱 的 非 钱 性 作用 必 将 导致 能 量 的 平衡 ， 
但 实际 计算 结果 却 使 人 大 吃 一 - 惊 , 它 并 不 趋 于 热 化 。 当时 费 米 只 
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碍 频率 空间 来 考察 ， 未 能 发 现 孤 立 子 解 . 后 来 , PCM. Toda) 4% 
FRIERE R, 近似 模拟 这 种 情况 , 得 到 了 孤立 子 解 , 使 费 
米 问题 得 到 了 正确 的 解答 ， 我 们 把 晶体 看 成 具有 质量 的 弹簧 拉 成 
的 链条 ， 如 以 7,( 如 表示 第 % 个 弹簧 关 于 它 的 平衡 位 置 的 偏离 ， 则 
可 得 常 微分 差分 方程 组 (运动 方程 组 ) 

mr, fir Sna) - fira), (4.5) 
Rp a-0, £1, r2, oy for RAMANA 户 田 假设 fo) 
— —ail-—e 5), 5 fi wR RRA, 3n P) — — yv. WA 

MT (Tap rai ru. (4.6) 

设 其 行 波 解 为 
pu rn Ta=a cosh, 0 — wt —4m, 
代入 (4.6), 可 得 色散 关系 


2 
| sin? P 
y 2 


对 于 非 线 体 情 况 ， 户 田 的 解法 是 , 令 名 一 了 (7,), 于 是 (4.5) 化 为 等 
价 方程 组 


8, =f Cfa); mr,= s, —Sn41 7 Sands . 
因为 
f(r) = -a(1—e-*), 
| Bn f'(r,)r,— — afe? "n, — Bot Sp) Pu, 
HA i 
B ae ~Sn41+ Sa-a M Sn. (4.7) 
25 8 (4.77) BOT 
| s,-s(,  O=wt—pn, (4.8) 
Jil s(9) 满 足 常 微分 差分 方程 
Ey no ei), da 
由 等 式 


MC d ( p, (03e, (0^ oS (0) 

di(84p)-di(8—p)- —2E ds IFO ), 

其 中 cp da BRET HA AK, 才 是 这 些 函 数 的 模 , 令 

HE) = latius, 
(4.9) 对 Pp 积分 ,有 . 
M " E" (0) 1 
+p)—H(@—p)—2H(0) = may good, 

B(6+p)-HO-p)- 280) -— ey 1 "p 

RAs, 的 解 


8, s(0) = bs (280), 


其 中 «(0 — BCO) 一 0 PO, cr JUR RR 34 的 雅 可 比 C 函数 。 
b= (a) p ,Ey* 9=wt—pn, 


~ BE & 5) Ca ib, -+ 


F anae — 《线性 情况 )， 


当 >0 时 ， 


当 1 Bj, | A 
sm ug E sech? [3 a.-80 +3], (4.10) 
jeh E= E sech? È, 5 为 参数 ， 于 是 得 到 孤立 子 解 (4.10)， 


对 于 微分 差分 方程 (4.5), 如 果 对 差分 取 极 限 ， 则 可 得 到 如 下 
形式 的 布 森 内 斯 克 方 程 


Utt — Uea HAr (u*) ce +Aotecee 0, (4.11) 
其 中 AAs 为 实 常 数 ,在 长 波长 .小 振幅 的 近 伺 下, 可 得 KdV 方程 
us Tuus + Desa = 0, "T (4.12) 

RH u ARR, | 


波恩 (M, Born) 和 和英 菲尔德 (M. L. Infeld) 曾 在 非 线性 修正 
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SMS HM, 得 到 方程 :波恩 - 英 非 尔 德 方程 ) 

(1— 9i Pee + Àpegipac — (1-922907 0. (4.18) 
对 于 此 方程 ，Barbaskoy 逢 Ohernikov Zg 1966 4 al E KI JR sz 
FR. 1—92— 9:0 时 , 易 知 (4.13) 为 双 曲 型 方程 , 令 £21 
H=2+t, u-9, 4 一 9 则 由 (4.13) 可 得 等 价 方程 组 


pn (4.14) 
su, — (1--2uv)u, - vv, —0., 


BT = 2% 288-9 0, 则 us SNe, Uy —J£s v7 —Jn0 9,776. 


aE, y 
于 是 , 由 (4. ‘aan 
bo = 
[s hes: aur dd c: (4.15) 


由 此 可 得 
WE us t + 2uv) Eve + ve yy + 2u£, + 2o£, =0, (4 16) 
《4.16) 的 特征 方程 为 
wav — (1--2wv)dude Fs? dv? —9, 


rcc incl po VIHO, qu Qon p), 得 


25 g Bu 
Ee 0,20, ftn =O, (4.17) 
(4.17) 消 去 7, 得 
< 一 小 (4.18) 
(4.18) 的 一 般 解 为 
&—i- E F(c) -| e*G' (s)de, (4.19) 
PEE a) - | °F” coar, (4.20) 


HH Fr) GSHERBK. A 


T s 
Pr = UE) + vn. — aor Tore rE C), 


故 可 得 p=) -Frar+j sZ'(s)ds, 
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A Finep GG) =o, Hk r=Oi(p) s=Hio), WA 
g= Pp) Bole), 
ty (4.19) , (4.20), 可 得 


Teo 
s=i=p- f {B20) de, sti=o—f [dA p) "dp. 
oo P 


14 dio) d (0 FL PERO, AAS — 14500, 0-0 1 T 0, 
Q-—O,(z—1)oD: r$), t0, (4.81) 
OQ. KM w= 一 ce PEA, D HE r— 4 00 BEA, 则 当 (9o 时 ,有 


p= a(z SpE w CACING da) 


+ Bori— (i(p)]%dp). (4.23) 


$5 IKP 方程 
1970 4g, ELIR RKB. B. Kadomfsoy) 和 佩 特 维 亚 什 维 利 
(V.I. Pefrishyili) 提 出 二 维 的 KdVy v7, MAE KdV 方程 在 
另 一 个 空间 变 元 y 方 向 的 小 扰动 ， 即 加 上 小 的 挑动 项 p 并 考虑 
色散 关系 , 有 


Ue butte + Ucn = Pys (5. 1) 
一 于 .2 2u 6.2) 
Pz 于 2 ey’ ( * 5 


其 中 “于 ”分 别 表示 负 、 正 色散 ，e 为 扰动 波 的 传播 速度 ， 由 (5.1) 
对 az 微 商 ， ($8.2) 对 y VER. 消去 Payr Bp 4$ 


Cust tie + eee at yy =O, (5.3) 


MB) 玉 ~ 了 了 方程， 显然 ， 若 “不 依赖 于 yw 时 ， 它 实质 上 是 KdV jy 
E, 车 4 不 依赖 于 1 时 ， 将 改写 为 它 实 质 上 是 布 森 内 斯 克 方 
程 . 

考虑 非 线性 方程 组 
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| $= MP. AQ,, l 
6,-N@+ BG, | CH, (60 


5T 0 0 
n-(^, 路 4-( x. 5 


C3 y+ ds — (2u4- AX) 
w= 1 
A Uy af 


— (Zu +4A) (A — u) + ugs - vV Sw,—u,— 
(5.5) 
uc ju da, 
ERMA RARE Bes —0,, 就 是 K-P 方程 . 


RD- (2. R0 A A, -和合 ,那么 满足 


ga A-—u— at= jos da, 


g;— — (2u t 4A) (A-u-o Ffo 
| +a- ufos de- = ty AZu.p 
-s Jo. de) + fons) Talore fo dz)o. 
(5.6) 
由 此 , 通过 计算 , 可 以 证 明 
u=ut+2e, 


Æ K-P WRN — TW SEE (A. V. Backlund) at, Bp u 仍然 满 
足 玉 -了 方程 
is Hi) HR. Hirota) 方 法 , WAN DRF 


D?Dza(s, t)b(a, t= (a Ey 


(Qm) a(x, Oba, du m 
am 


及 其 性 质 , 可 将 K-P 方程 化 为 如 下 形式 
(D,D, +Di+ Di) f- f 0, (5.7) 
Hp u-20ogf). BuU Gun NJ vr 
N=8, 
f=1+oxp nn) +exp(ye) + eoxp(ns) 
-expl Aaa 4-74 +y) +exp( Aas + 7A +3) 


+exp(Azg+m+ n) 
其 申 十 expf Aya + Aig + Aes + mtn 4-05). (5.8) 
和 M =p + giy — Qt, pio —pt 十 di =0, (5.9) 


a (Pip) (Q-A) — (pi 70)! (9-9). 
exp( Au) o — POS EOS Cp pi T Gs dT 


2» S3 - 290 [(CG/00 — Gu/p0]* ' 5.1 
S(p,-F pj) gp) — Gi/p)]* (209 


其 中 $,j—1, 2, 8, gi fü gi 均 为 任意 常数 . 
N 孤立 子 解 具 有 形式 ; 


-2-2 
u=3 Ir log f, 
4 en N 
f= exp (S Anii + mutts) n 
9-701 71 i=l 


(5.11) 
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某 些 非 线 性 演化 方程 的 定性 研究 


最 近 几 年 Ae 88 23 SP PMRW RE, 一 大 批 具 有 弧 
立 子 解 的 非 线性 eee TASB AMMER, 例如 : KdV 方 
程 、 see fe HREM A- REE EX. 
朗 道 - 利 弗 席 欧 方 程 、 本 杰 明 .小 妈 方 程 等 这 些 方程 属于 可 积 或 
近 于 可 积 系 统 ， 除 了 具有 孤立 子 这 个 重要 特征 之 外 ， 还 具有 其 他 
明显 的 物理 特征 ， 色散 性 和 非 线 性 的 统一 ; 具有 一 定 的 波动 性 , 但 
它 的 解 又 只 有 一 定 的 光滑 性 ; i900 (Sz — oo) BESERS SERERE ALIE, 
MARE. TH, RATA ASL, PAE ARR EER E 
关 的 ， 由 于 这 些 方程 和 物理 的 最 新 研究 紧密 相关 ， 对 于 它 的 解法 
和 性质 的 理论 研究 早已 超出 了 传统 的 研究 方法 ， 例 如， 由 现 了 散 
SR Sai. 精确 的 、 症 分 事 要 的 求解 方法 ， 并 为 微分 方 
程 的 理论 研究 开辟 了 新 的 途径 ; 贝克 隆 变换 的 求 转 解 方法 以 及 用 
微分 几何 外 微分 形式 和 李 群 建立 起 来 的 延长 结构 法 等 ， 同 时 ， 就 
RATERS Rost 身 理论 研究 而 言 ， 已 不 能 照搬 过 去 一 些 
RABE, DUAL UP KdV TH ARAER ERAS, EH 
的 解 虽 然 具 有 比较 好 的 光滑 性 , 但 不 存在 极 值 原理 . 因此, 必须 采 
用 积分 信 计 方法 。 但 这 种 积分 估计 不 同 往常 的 是 必须 充分 利用 方 
程 的 多 种 形式 的 守恒 律 ， 印 建立 耦合 解 的 先 验 佑 计 积分 不 等 式 ， 
正如 拉克 斯 (P. D. Lax) 指出 :“ 对 于 KIV 方程 ， 它 的 主要 特征 
是 具有 无 穷 多 个 守恒 律 ” 目前 对 这 类 方程 的 定性 研究 , 主要 集中 
dc, 在 弱 的 条 件 下 整体 解 的 在 在 性 和 唯一 性 ; 当 i->oc 时 解 的 豪 
减 阶 数 的 精确 仙 计 ; 当 £70 时 解 的 部 分 正则 性 以 及 在 一 定 条 件 下 
解 依 各 科 范 数 的 破裂 性 (blow up)， 第 3 章 将 列举 几 类 非 线 性 演 
化 方程 的 最 新 研究 成 果 . 
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XGEBUJLTdARIEJSERX PL HRT ARAN AR 
典型 方法 , PCLT CU Bt OE SCXX AR, 并 掌握 其 中 
的 主要 方法 

$6 sAEBREEIT HX 

RNS BUT TAS CEA RNA 


w — Au-f(|u|?))u-0, 2€Q, t>0, (6.1) 
ula, 0) =le); zcQ, (8.2) 
u':g*70, $206, (6.8) 


RPO ARE 中 的 有 界 域 ， 具 有 光滑 边界 O0. d fo RRE 
(0, 2) E. C? 函数 , 且 满足 


0< f(s) -zeisf, VsCR*, (6.4) 
1 —1 
‘fis? zes T, ysER*, (6.5) 
p-2 
Is ys «es , — VsCR*, (6.6) 


HEF pE, œ), a EER% G- |, 2, 3)， 我 们 将 证 明 ， 当 
pe [3，3) 时 可 得 到 整体 光滑 解 。 汝 2p=23 时 已 有 布雷 齐 斯 (《H， 
Brezis)- 加 卢 特 (T. Gallouet) 的 结果 。 记 2 为 函数 空间 
E= {ul uE H*(Q) NHO), Awe HEKO). 

定理 1 HA<p<3. IER voc, FERMG.1)~ (6.8) 
的 唯一 整体 光滑 解 (a, t), 

ula, HELO, T; P ua, IE L"(0, T; HKO). | 

EA RATT Fd fn EMRENERIEN, iE 
HR er ALAR BCE, BK BE BR AE RG d iE. 
为 此 ， 我 们 只 要 对 问题 (6.1)~ (6.3) 的 解 建 立 先 验 估计 ， 因 为 对 
于 伽 辽 人 金 近似 解 的 估计 是 相同 的 . 

5381 gusul, HÆG.) (6.3) 的 光滑 解 , 则 
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[uto Di'ds- |. lula) [2 das, (6.7) 
b: iJuta, t) | dz +f FC ula, & | dx 
= | iula); ?Got | FC wla) Pdo, (6.8) 
其 中 
F(s)= | f(o)ao, (6.9) 


证 明 (6.1) EL ule, DCBD uGo, 2) MBS), Wee Q 
积分 , 再 取 虚 部 , 即 得 (6.7). (6.1) Rw, XE 2€ QU, BRK 
部 , 即 得 (6.8)， 


HS] ER 1 HE uh, 
uP. It) lin e. (6.10) 
这 里 及 以 后 , 均 用 o 表示 各 种 正常 数 , 它 仅 依赖 于 初 值 模 。 如 
BLE, 它 还 依赖 于 正常 数 卫 。 
引 理 % RNA 
| C Pe rus C) I +e. (6.11) 


证 明 ”方程 (6.1) 乘 以 w， 取 虚 部 , HE 上 积分 ,得 
[n $? —Im(Au, w)-rIm(f(|wj?)u, w) 一 0。 (6.12) 
由 此 可 知 
[us C) I9 EO LIT CE) E-- ell) L1. TAO 
«e| vu) elel 


«elvis C) j+ Fiul) e, 


其 中 我 们 用 到 Dorp (Q) 2H1(0), HEAR, 即 得 (6.f1)。 
引 理 3 RNA 


[| uel dent f (uld he fu? las 


+f, lel?) (wa? +a?) de 


<e f ule? ul ae, (6.18) 
证 明 《6.1) 对 £A, FALL Tes 分 部 积分 , 可 得 : 
是 | vuelto [ Guia e (Flu| E), 
其 中 
(Flu yu) Gul 8) 
= CP) pul? fal?) } Qua gs) 
Ef'Clul?) GPugug + utuug) 
Uu ul? ful} Sd |? 


f Cul) D ut fult m ud 
由 此 可 得 (6.13). 
124 RNA 
fii lu ?de ell Vlog c(t + [vul ))r (E viu] ?3-1). 
(6.14) 
证 明 利用 二 维 空间 的 布雷 齐 斯 -加 卢 特 不 等 式 
ful nce eC alan log + Tuas); 
因此 
folul u] da< lulto f, lus lam 
«cQ Viga fulao) 人 lulde, 
(6.15) 
由 索 伯 列 夫 典 入 定理 和 引 至 2, 有 
lulu «cl vwl!lui*«e(qvw]*4-1). 《6.16) 
再 利用 方程 (6.1), 有 
[alas eC] dul + lul) ehe + 4 jul’ ul Du) 
<e(ivusl? +1). (6.17) 
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K(6.ABS ~ (6.17) R8 (6.14), 
引 理 5 XE 27-0. 我 们 有 


sup Vui <e(L), | 
Che fact 


HEBA 由 让 理 3 ALS Bd, 有 
(Vele, t) |?dz 
& LG bat fru lal Ge, Da 
+f Cul) Gt Fauld 
<| [vule 0) id 
+ f GI) luel Chus |) ius 0) fd 


+ fI) iso, 0) etis Cos 0)*)d 


vef (14- Viog c(1-+ vw) You o) 94-1) di, 


利用 方程 (6.1), 可 得 


INEO osaz< f, [V dus ? dæ 


+ f iem) leds 
<o{ fuo] zo) 
m [Colo hu fus I) uns 0) [dz 


<e( lulio) Jei eC lo arc, 
He c()RRSRERR CARRETES PERSE, 
于 是 , 有 


f Gul ute fu) lanl Ces Nda 
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Ff Ur Cul ti de 
«c | lul” le? de ME 
(asma (ona) 


1 t 
«ol Vu; |? +e <5! 


因此 得 到 
low e+e | te Vlog (1 -- | xu; bla Vu,Cs) [| - 1)as, 
因此 , 2 027 <1 ia 

sup vule), — vT70. 


从 方程 6.1), 得 


Vul? +e, 


Sup, but) xay eC), 
这 就 得 到 了 我 们 要 求 的 估计 ， 定 理 证 毕 . 


87. FXEE- IDEEN XI 


初 边 值 间 题 弱 解 的 存在 性 
我 们 考虑 如 下 的 广义 裔 道 - 利 弗 席 苞 方 程 的 初 边 值 问题 
Z =Z XZ + fle, t, Z), Oc<a<l, t>0, (7.1) 
z,(0, t) — z,(l, t)=90, t=0, 7.2) 
Z(z, 0) = Zy(z), 0<a<l, (1.8) 


HP Z= (u, 0, w)J— T — THE GUR ATi So f (o, t, 2) 号 一 
已 知 变 元 v, i, z SAE RR, x UA S LEE TEE BS 
XR, zoe) 是 一 个 三 维 向 鼻 值 初始 函数 、 方 程 组 (7.1) 可 以 看 作 
强 退 化 的 拟 线性 的 抛物 型 方程 组 ， 因 此 二 阶 导数 的 系数 矩阵 是 辛 
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p, CETER, 它 的 行列 式 也 是 奇异 的 ， 我 们 用 粘性 消去 法 和 
勤 需 -组 德尔 不 动 点 原理 建立 初 边 值 问题 (7:1) (7.3) 弱 解 的 存 
在 性 ， 


§ 7.1 线性 抛物 型 方程 组 的 基本 估计 


我 们 考虑 线性 抛物 型 方程 组 的 初 边 值 问题 
,— Aa, 1, + B(x, t)u,t+C(2,Hu=f(2,), (7.4) 
{si i) =H, t)=0, (7.5) 
uz, 0) —tto(2), (7.6) 
其 中 uc, £I Wola) A N Ee eR, 
sui 假定 线性 抛物 型 方程 组 (7.4) 与 初 倡 函数 o (x) 适合 
3 T AE. 
(2 Ale, OF Qr={O<e<l, Otel} 中 正定 的 入 XN 
矩阵; 
(2) Alx, t), Bla, OAC, ORAR DMM Nx N ER, 
(8) fla, DEE Qr PRAT Aas UN. 维 向 量 信 函数 ， 
(4) h(2)C Wi(0, 站 是 适合 边界 条 件 的 N HARA 
则 对 于 初 边 值 问题 (7.4) 玉 47.6), 存 在 一 个 唯一 的 向 景 信 解 
u(z, EL", T; W300, 0D) NWS ?r), (7.7) 
并 且 成 立 如 下 的 估计 
gap | uc, woo + [t] egy + liel zee 
«KC aol wo o + IF lee) (7.8) 
其 中 常数 请 仅 依 赖 于 方程 (7 .4) 中 的 系数 ABLC 的 模 ， 
证 明 分 别 作 方程 组 (7.4) 与 向 量 eh, 的 数量 积 ， 可 得 
(ti, t) ^ (tt, Atis) + (u, Bu.) - (u, Cu)-(u, f), 
(tt... 18,)— (tius, Alize) + (thee: Bu,)+ (tee; Cu)= (tees f). 
PAH AX 
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fi (theca D, n(x, #))de 


= (0), uio, 1) |325- f tss t), there, £d, 
利用 边界 条 件 (7 5), 可见 上 式 右 边 的 第 一 项 为 0， 因此 有 
| te D. tis 04273 A tena, 011. 


TERRE BR Q.—(0O«z«L O«i«c)PÁENGIE(CO v T), 对 所 得 
RRD, 有 


[CD osos 7 Pol ris +2 f [Cees, Athee eed 


-a ff (tee, Barou Pia 


sa [jew Au,,— Bu,—Cu- f dedi. 


根据 引 理 的 条 件 ， 容易 从 上 述 等 式 推出 (7. 8)， 以 上 初 边 值 河 题 解 
的 存在 性 , 可 以 采用 参数 延 拓 法 来 求 得 ， 解 的 唯一 性 直接 从 (7.8) 
式 而 得 到 , 这 就 证 得 了 引 理 鞋 的 结论 . 


$7.2. 旋 方 程 组 解 的 存在 性 


我 们 称 具 交 小 扩散 项 的 方程 组 
Z,—82,47-Z X Beet f(z, à, 2), | 80 (7.9) 
为 旋 方程 组 、 它 显然 是 抛物 型 方程 组 ， 现 在 我 们 对 于 拟 线 性 拖 物 
型 方程 组 (7.9) 来 考虑 初 边 值 问题 (7 .2)、(7 .3). 
取 三 维 向 量 值 函数 空间 Z= LEATA ANBSM, 我 
们 定义 基 空 间 到 自身 的 带 参 数 0< 和 <1 HARRAH, do 
如 下 ; MBP UC, Re=T, (WM BREMDBABA 
Zp Zoe AUX Zsa t f(a, t, U) (7.10) 
初 边 值 问题 (3.3)《〈3.3) 的 三 维 向 量 信 的 解 , 其 中 0<%<I， 由 引 
381. z- T, (4) HAA ERE COT 10), 7.2)、《7.3) 所 唯一 决定 ， 
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THR TA in CU JR] I: 
$-L.(, T; W40, D) NWEY (Qr). 

RAD ATENA, BRATT, 是 完全 连续 的 ; 而 且 , 对 于 
基 空 间 及 的 任意 有 界 集 M, WET, MOKA 是 一 致 连续 的 ， 

为 了 利用 不 动 点 原理 来 证 明 一 般 旋 方 程 组 (7.10) 初 边 值 问题 
三 维 向 重 值 广义 整体 解 的 存在 性 , 我 们 要 对 映射 了 ， 所 有 可 能 的 不 
动 点 作出 参数 0< 和 <1 一 致 的 先 验 估计 . 

为 了 这 一 目标 , 我 们 作 如 下 的 假设 : m 

G) 三 维 向 量 值 函数 了 Cz, i ZEX od z EISE. 9x9 
雅 可 比 导 数 和 矩阵 fun, i, 2) 是 半 有 界 的 , 即 存 在 常数 5, 对 任意 三 
AREER, 成 立 着 不 等 式 

Ef.(a, t z)£«b|£|?, 

F(a, t, Z)EQrx Rs， 此 外 , folar, =F (a, t, 0€ L(Qz). 

(i) =A t zo (2) EWO, 四 适合 边界 条 件 . 

Gii) APF (x, t, 2) CQox R' 有 不 等 式 


\Fe(e, t, 2)1 «OG, D|zi*-d(m t), — (1.11) 
HP O(a, D€L.Qr,.d(s, 0€L((Q. 
作 向 量 方程 - 
Zi= OZeg HAZ X ZegtAf (a, t, Z) (7.12) 


SAR ze, DX ES 我 们 得 到 
" ZZ, BS Saget AZ (ZX Zr) -AZ-f (e, t, z), (7.18) 
BRD, RNA ns 


z-f (z, t, 2)- 2 (f s.s, t, vz)dv Ja +2: fo(s, t) 
< (8+) 12/9 +- fols, #)1%, 


其 中 8520, ZERUÉIX IR Q (O0<rs T) ETE QT.19) 3809 BU, BB 
[2 C0 llo, — Izo) co.) 


<A | Ez (5, ER cond + ZO fol2 cons 
0 28 
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因此 成 立 着 估计 
Iz Oleo (Ilion +AA Plon entm, 
(7.14) 
Hp OSAI, 0«I«T, 5720. 于 是 
SUP iz(+, Diz, SE (7.15) 


其 中 页 ERRET SUA 与 1 的 常数 
现在 作 Zele, OSARE .13) 的 数量 积 , 有 等 式 
Zee’ Z1= Zea" Zee Mae (2 X Zen) Maa f (0, t Z). 
(7.16) 
对 于 (7.16) 式 的 左边 , 有 


J (2e 20d27 2.0, 02, 0)— 240, 2)-2,(0, t) 


d 
-i-dnC t) HE cun 


== 5 Siz) Dl, (7.17) 
对 于 (7.16) 式 右边 的 最 后 项 
f, Zefe, t, 2))do 
一 和 DSO, t, ZU, 2) — 220, 0)- f(0, t, 200, 0) 
-| (Ea Dafjda= — fi GeDefdes (7.18) 
gg RG) 有 
]e-2. ddadi= | [Cue fio, t, 2), dedi 
Ge 9 


«Jl £f, t, Z dodi 
a 
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«(s RUD | Ze", t) WF co db 
^y J| Fc t, Z) “dadi, 


由 假设 (11) SAMAR 
3 f([ureitasaite tios ffiz dzdi+ MI o, 
9s Ov 


filet Daae<alz( Dil ola C Dl io 
XH, (718) s ONT 
f f (Zea F(a, t, 2))dodt«cs flee, £) 3 co.ndt + cs 
s (7.19) 


其 中 0<r<Z = (0+ 4) + eC le Rt e= MEL. 


dERUE KINO. 上 作 (7.16) 式 的 积分 , 可 以 得 到 估计 
sup ze Oz«o » <2, (7.20) 


其 中 ARB Ae. g Cleo 5i i nos 不 依赖 村 Qr 
的 宽度 1>0 IN, E; EART T. 

因 些 有 下 面 定 理 : 

X381 REG) ~ Gil) IN, 旋 方 程 组 (7.9) 的 初 边 值 问 
题 (7.2)、(7.8) 有 唯一 钓 三 维 铅 量 信 的 广义 整体 艇 , 

z(a, € L.(0, T; W0, DNWP Pr), 

4 8<0 Bj, ALAR S>0, 使 得 O+5<0, 在 了 工 一 2 的 情况 ， 
把 条件 (让 ~ (ili) id EG.) Gi), (Gs). MAC .14) 式 , 有 如 
TER: 

定理 2% AC.) ~ ii) F, 如果 5 二 0, 则 对 于 旋 方 程 组 
《7.9) 的 初 边 值 问题 (7.2)、(7.3), AE PBR) MEK 
fit z(z, OR o 的 范 数 当 1 一 oo 时 趋 于 O, 即 
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tim Iz. , t£) I 139,157 0, (7.21) 
i 


§7.3 FABBRI E RA AE I quet OA 
性 
现在 我 们 转向 考虑 广义 妆 道 - 利 弗 席 茨 方程 组 (7.1) 的 初 边 值 
问题 7 .2) (7.3). Æ EHER 1~3 的 证 明 中 ， 可 以 看 到 近似 解 
BY Fake f TE AMR RAT A 的. 
581322 EW 1 080898 Ze, HIBS 
Iz, Cr, E)i rs o SEI CIIgol zio o ll folz nett — (7.22) 
m 
Sup ,ze( H| wko 9 SMa, (7.38) 
Jtr Osia, 670, RON ka PAIK MT 8e 24 YE A Zoli. o. 
IF ol seco. Cinos B id noo 不 依赖 于 矩形 区 域 Qr 的 宽度 1>0 
BY, 也 是 不 依赖 于 12>0 AY, 
引 理 3 对 定理 1 所 得 到 的 解 z《%, D, 成 立 估计 
BUD. izal, OlucenEs, (7.24) 


Kb ks AAR MT eo, 并 县 当 jzolywyo, o. iren (Clie 5 
dl, 不 依赖 于 7>0 I, Bs BA BE 
证 明 OM THERM plr) ECMO, D, RNA 


Iro f)dz 
= -f ei. (oz. (m, tdz 
- f tst Ox mans da 


acf, t, z, (7, £))da, 


AQ .23), 有 
4i 


f ] 
AT NN 
| j ns, DdD lo blan» 


其 中 o AUGER 8251. UE UTA LAE L, HAI 
理 3， 

引 理 4 AF LIEV. Ath 

zoo SCL + t)ko (7.25) 

其 中 he ARLE S HLE lzolwro o. Moleon ICh 与 
[d | 1.9, PIKIT l m, Ee LA RAAT CL. 

证 明 WAG, =f" zE, DE w 

Wa-[ ZA, dë, W aif 2, t) = 2,;(a, b, 


Welt, t) = Z, (o, D, W e, t) = Zuel, 1). 
XPT4E X bo) € HiO, D, WA 
| wo) Woks, bdz| " INTO Dax 


«eb asco Re CE D du C) loco n. 
pi BD 

sup T Wale, Olrnoos (Lt Ds, 
很 明显 地 就 有 

enp, IWC, Ol roo S Us, 
因此 , 对 任意 给 定 的 I> 0, {We O} SH L0, 7, Wa (0,05 几 
WELCO, T; L,(0, D) dod e>o 一 致 有 界 . 这 样 ， 
|z,(e, ta)—2.(@, t)| 
一 | 本 (zc 8) -Wale t)| 
«el W.C, 5) Wiles a) oy 


x[W,.C, td- W.C, Dron 
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(d 
«na tti mp [W i0, om 


sup is 
Xen l Wel, Hirom 


器 此 引 理 4 nr, 
SW FES FEAR RPE sO, XP Xp ui-1420 Ts $57j A H 
CDR v HRE C 2) (7.3), Wir pg XU SS FRE B P 
定义 1 HK RRR ee, HCHO T, Wio BIN 
O( Qo) PRA) SLE Tl 3p Hc BA QC.) Bt 48 dad a 2), 
(T.D BR RR. MERTE Rw RK pla) E= {plp ERr), 
e(s, T) =0}, 成 立 积分 关系 式 
[P2 — Pe (zx Ze) +f (a, b, z)]dedi 
Qr 
i 
+{ alr, 0225(8)dn- 0. (7.25) 
RITEM 2.60, D, BAR MH ARBR 


fj [Pie — Waea — Pa Zs X Zen) to, f (a, t, z,)1dedt 


C. 
T | we, 0)zo(2)da=0, (7.87), 


HP PEO, JAsg 2, 引 理 3 积 绰 理 生 知 ， 初 边 值 问题 (7.9)、 
(7.3;、(7.3) 的 三 维 向 量 值 近似 解 集 {ze(z, 0) 在 空间 D0, TS 


WEO, D NCT O Q hai >o EA, 其 中 了 为 确定 的 
常量 ， 我 们 可 以 从 {2,(z, O} 中 选取 一 个 手 序列 ss O}, 使 
得 存在 一 个 在 Qr 上 的 三 维 向 量 值 函数 z(e, 0, HA GS 0) 
在 Qr 上 一 致 收 化 于 z(e, D, BEF (a, tmu 0)) XE Qe 上 一 至 
RF Fla, t, 2a, 0), (2s, 0) 能 收敛 于 2. (5,0. PRG RT 


M z(e, DELO, T, WHO, DNC? (Qr). 
为 了 验证 (Y.27), 55 oy tias 我 们 估计 
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4 . AF 7. 
yA re 
{fez.,: pr 


Y; Gr 
~{{ Pn! (Ze, 一 多 ) x Zar] da dt 
Qr 


+ ff oiz x (Eue Z) lez dl, 
Ge 


因为 {Zale 2) BUM zy Gn, 0, AUROTRAMT 0, WT 


S, EU, 当 s 0 时 ， 
ff Pa [CR d z) x Zo} @ ods Im a tna) L2 —ZÍz. 79, 
Qr 


HLH 8 — 0 pp, 积分 关系 式 作 .27)。 趋 于 积分 关系 式 人 .36). 这 
KOPLE Y IIHE LI GRR R e z(x, 25)" RBBB KT EE 
PPAR ETD 7B S f 

X339 BJ XD - TIS JOY RES CC 1) 5 UR on f 
Efi Me zo (2 3 dy Af Ie CA) Gii) UE X RELIER C71), (7.2 (7.3) 
至 少 有 一 个 整体 解 

z(s, HEL, T, WEO, DNCE Q), 

定理 4 当 5<0 与 和 一 co nd, ETE 3 PBA AE 

HAR z(e, ft o WYER, 当 tooomt MF 0, m 


lim 1zC, leonl. 


§8 广义 KdV FEY t—-co MMH MURA 


考虑 如 下 一 般 广 义 到 adV 方程 的 初 值 问题 
m+ fiu), -8(Hu),-eBu-0, «ER, t>0, (8.1) 
| ro = Uo(@) LER, (8.2) 
其 中 如 = 了 5 即 为 分 数 阶 导 数 s Due) = Gam) | [£ |sG(£)e'**dg. 
五 为 微分 算 子 ， 
44 


Hu | KORE ag, (8.3) 
Hpi pE AEREAS Romx. mand 
[re dio of i£p(£) CE) [Pas =0 
iEf(000, f'(0)-0. DEMME, BA ANIL 
和 耗 获 ， 第 二 种 ， 广 义 的 伯 格 斯 方程 SE eer X 
Kay 方程 . 
TRI (540, ¢%0) 
G) 如 果 food RE 
[ft eilu” +1), p'«2(s-1) si, 
How (ECAR), m 
lim! Diw(t) s Him u(t) |.—0. (8.4) 
Gi) RWE EXE CO RU ZS PAP, FLUE flu) €O" mE, s>, 
H wle) € Io e*t CR, Wl 


[at mai SEO, lim D"u(t) |..—0, (8.5) 
其 中 co 为 正常 数 . 
(ili) 如 FDW m 
| 产 | «o[uls, lul «l, p>2s+1, (8.6) 
Hus! eo, M 
lut).-O(0--07b, Juf) O((1-07 9), ico, 
(8.7) 
证 明 (D (8.1), 对 w 积 分 , 得 
T it) Ibee] DUG) 8-0, (8.8) 


XL t 积分 , 得 
lu (T) 22-22 f |D*u()i5di«o, WFO, (8.9) 
类 似 地 , 可 得 
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4 
id pt ulite Dui 
<$ Dul? -+ a | | fuus? de, 
E Du Eco Du de Cul? -D*Iul*da 


<o, |ua! ft? | te 3), 
其 中 我 们 用 到 了 
[ui wenp(f Suu, dz r ease] j. 
iD ATi Xe & (G. Gagliardo)-J8 fè {A % CL. Nirenberg) 
和 Young 不 等 式 来 估计 telz, 


[ueg ce CL Do E [ul 3) Del8+e(o)、 
34 9 适当 小 , 即 得 
d 
g | 
m ["pDiuitdieeo. 1D 5«( RÆ t BEBE TER TAG 


lim [ D¥u(2) |2=0, 


Diult) l<e, 


出 索 伯 列 夫 联 入 定理 , HT eI, a>0, s>1, HU 
lim u(t) |. —0. 


Gi) (8.1) Aim K, RU D"u, HRA, 得 
1 


$ | Drult+sj D” uli= f D°y(u)-D™ ude 
<5-|D™ttul3+e| D^ul£, (8.10) 
其 中 我 们 用 到 了 加 利 亚 尔 多 - 尼 伦 伯 格 不 等 式 和 估计 
[Dr fu) so, m, lulo) | D"uls. 
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ESRB 10) Se DERE P, 并 和 (5.8) 式 相 加 , 350 充分 小 
Am> sth A 


-A [fatre mig, olde] <o. 


PORES lel WARE, Jg uud iE Bm BRA m+, HA 
插值 不 等 式 , WB, 
(iii》 考 虚 (8.1) 的 线性 化 方程 的 基本 解 
Gia, t) - (am) g^ tele | Sata pie HE? d£, (8.11) 
容易 看 到 , Olr, DÖR G0) aE 是 有 界 的 ，(8.1) 的 解 w 能 
表 为 积分 方程 
v=G TT) -f G t— vja ful adr, (8.12) 


其 中 “表示 两 个 函数 的 卷 积 , tT 2-0, 由 卷 积 的 基本 不 等 式 , 有 
[u(t) |. [Eele TY 


+f RGE) lel u) elde. (8.13) 
MORAY PRK, >T, lule) |. 充分 小 , 且 有 知 计 
feels | LO) wsluels<elals 
SH o ROAF 04 T> 时 )， 其 次 , 从 (8.18) 有 
JuCt) [elu CT) latt— T) + C1-s) Hue) t d 


或 
W («c +eW (452-1, (8.14) 


i EZS 
其 中 W@)= sup (1--v—7)*5 ut) |... (p>2s) 


我 们 看 到 , W CP) ffi e 当 了 充分 大 时 充分 小 , 因此 WEE 
界 的 , BA A 
|u(t)|.-OC(L+t) F), 


4 


利用 这 一 结果 和 SOE .十 ) 中 的 假设 , 大 
= NN p- 
[ulak te te 9) (Le) E de 
A 


«xi o 9, 对 t 完 分 大 


RMS eE) le 和 定理 工 评 毕 . 
IZ (8*0, eA 
(4) 如 果 fC) €C1, mla) € T4 P) HIER 


lul |» OCCL--0) 9), dco, (8.15) 
(D) 如果 fiw) CO", w(2) € LNA", GN, sz3, 则 有 


tulum OCC) E), 
m1 ig. (8.16) 
Sj Duct) |. OCC) 9). 
(i) WEE | f’(u) |<clul?, u] €t, p>2(s—1), 则 有 
lu(t) |, OCCL4-£) *), (8.57) 
ER (D 由 (8.8), 有 
I A 
<—2s| (Ile laé 
-a«oc[ ds) dE, — (918) 


其 中 A= A(t) = {EE > [B+], 
由 (8.18) 可 得 


Fl 1 eof, à *ag]« f... \a|2ag 
«ec | d£ «c[83s (14+8) r*, f 


Jea 
ERX ¢ 积分 即 得 , 2E 
lec (Sup [ut |i« oo, 


GD E moe. 类 似 于 定理 1 中 的 (ii), 有 
ie") de) jae 
-e [itio M Im 18) ita 
«- ü-eg? | a eim éco itae, 
其 中 类 似 于 0)， 
A A) {El £i I+ P. 
因此 A [aeo farae lice lat] 


xe o 
«c I d£«c(i4tf) *, 


由 此 推 由 tula m OCCL 3-2) E), 
dme, 由 索要 列 夫 不 等 式 指 得， 
(iii) (8.1) 线 性 化 方程 的 基本 佣 


Ge, £) E Gan)! [ etra 
RAMTEN: Gs Ot AH, GO lim eonst, (8. NA 
ue a) 5) E jm G(t—9)«f(u(v)) de. 
38 FA! aD. (的 结果 有 
[w(t |. ot $ + ef, (t-r) Fue) i£ lu) laluCe)elade 


« ct xe: of t Y? FLATT OHD dy. 


im EL >1， 则 (ii) 已 证 . AER, BB p>a(s—1) 


ER, lu) lesa, v), 等 一 步 指数 至 少 改善 
(p-- 2j - (25)-1-- 17-0, HB rcs, 
现 考 虑 (8. 1) 方程 的 第 三 种 情况 , ARH MN, 3€ 
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减 估 计 更 为 困难 ， 原 因 是 它 的 能 量 是 守 忆 的 ， 即 lul) laor const, 
MERMET (Oo NAN E 的 线性 化 方程 解 的 衰减 估 
计 也 是 很 准 得 到 的 ， 为 此 , RAE PE)= lei r>, HSB) 


初 值 的 情 次 ， 
wt fbi, tS D'7w),-0. 
定理 3 (840, ¢=0) 


(i) AE 
|f Sellu), d2r -1 
FON RS |ui «1, pr-r:31 
且 初 值 充分 小 ; 


loli 十 [ucl zzi m 
Ab yn ke prays, WA 


luli laO +l, 1 一 oo 
且 存 在 线性 化 方程 
vi BCD"-10).=0 
E uus, 使 得 
& |u(t) —u. (21,0. 1 3:00 


Gi) 比 普通 简单 插值 好 的 Lo 衰减 结果 是 
iuc lain - OC 4-1) ET), 
p> [十 《Pr2 十 4 35/2. 
证 明 (i) 方程 (8.19) 的 线性 方程 的 基本 解 为 
Go, t) == (22) | e HIT HE Ge, 
它 能 表示 为 ， 
G(a, t) - £0, (zt 7) 


(8.19) 


(8.20) 


(8.21) 


(8.23) 


(8.23) 


(8.24) 


(8.25) 


(8.96) 


(8.27) 


的 形式 , 其 中 O(a) e (3271 | Meas, 7 之 2， 对 于 实 的 % 
是 有 界 的 ， 这 是 由 广义 Airy 函数 的 渐 近 估计 得 到 的 ， 现 考 ES 
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uiti e GO suo | GG 2) *f ua) ed, (8.28) 
由 此 可 得 估计 
iu (0 LoS EKO olola f, EEA) Lol FG Gu fade 
_i 4 E 
«e uo! tref G-r) "luCa) | £! dr, (8.99) 


注意 到 


polg l’, |£|X54 X, ^2 
lfGD!«e(Lo|ujiO, Yu, d<2+1 
If (a) i selui Ju} «1 


则 当 uc DCD 时 ,可 以 推出 [ut)。|s BARE luola 
小 时 ,lu 人 1。 充分 小 ， 类 似 于 定理 DREM, 
WO sup (+2)? ur) lus 


W gi (8.29), 有 
W (t) «c uo | 1t oW (t)? 


W (0) = Juola. (8.80) 
由 于 luht uola cm, ATE W ORRA 因而 
iu Jw OCC ty 
BUS, REEL u(OWDR SF 
uy (1) m Gus | GC 2) fn), d 


=t) -| EG- rrfl) edr, 


lk In BUPA E 
ju) - CD lo [| Selda 
< TN T de, pori 
BUE BD C ju — us (0 1290, E> co, 类似 地 ,可 证 
i |u(2) — u- (t) [a 0, i—-— oo 


5i 


(ii) TEP Gare Gt) ET 五 存 性质 
Gi, I» Do, ‘Gi 2,27 1, 


a1 
Gi in — L., IG, Ioi Ob T 


Gy Lg > Ig, 2-2g«lo», thel 
|G， po T 
Wg=Aprt), a~ Lr sm g=1+- l 从 解 的 积分 表 
: T g’ ap+1° 


tA, 有 
luct) lo Goo eJ !G, f(ule))e) | dw 
«o7 [ua ore ie (t-r) *|u(s)'2dv, (8.81) 
其 中 


female <P) a Wr lao lu ?ws sel p, 
€- Wt) = sup (L+H v)* uv) ie Dui (8.88), 有 
WD se uo! q--eW (2). (a, p>1) 
因此 , Wa) AF, B ELE £8 
u(i) [3527 O11 + [£) OE”, 
为 了 研究 广义 RAV 方程 解 的 高 阶 导 数 模 当 too 时 的 衰减 
ERNA RMT KdV HRS 


2u v» a ) =0, En, t>0 (8.82) 


a EE 
u|i-o77 vole), zER (8.33) 
其 中 和 >1, a>0, 
先 考 虑 线性 问题 . 
Ou -0,( — 02)*u — 0, uls, 0) =uy(a) (8.34) 


的 解 是 
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ule, o mun seem) wat, (8.95) 
其 中 
g(a) = |“ eoscg e ntag. (8.36) 
Bboc-0, 以 保证 积分 (8.96) 的 存在 性 ， 当 = 工时 
g(a) -8 3 a A,(9 a), (8.31) 
其 中 4i(e) 是 众所周知 的 Airy AM, 
g(z) - O(s $), (z—»-co) (8.88) 


g(z) 0 为 指数 衰减 , 我 们 有 
定理 4 H g=, au>T W 
Ci) 当 2-00 时 ， 


"NE AES CS. 
rogi ag den 
F: 
+0( ‘ai -=y AA- (8.39) 
(ii) 当 z 一 十 co 时 
如 果 8-2», (r=1, 3 …) 


g() C71 S cay Paes 


(B=2n; n=1, 2, .…) (8.40) 

WR 8—32n-F1, (n=], 2, en) 
(Y 
Qn? 


, yt Lomy 
gw ~ —w ^ 9 /Sexp 
£i 


-n ra “35 10! werp tiD ， 
x1 Amon a+) LEE 2 exp =| 
2il, m] 
HEIL. zh (8.41) 
和 如果 8 不 十- .个 整数 ， 
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B! cos ($ 2] 


gt)~— Tr 


J (8.39) ~ (8.49) 可 推出 ; 如 ae 3. go EIR). 


证 明 将 (8.36) 写 为 


g(a) = Re f" oxp[i(xg +e) ag. 


Gi) g) r>- co 时 的 状态 , > 


86. 
a a-1 
e) 


WERSET, E= (+7)s3, 则 (8.48) 变 为 
g(a) =s? ReG(s), 
其 中 
G(s) = ie exp [ésp(v)]d«, 
pv) = (1+1) — &(1--x), 
ia G(s)-—G.()--Ga(s), 其 中 


G(s) = TR exp[ésp(v)]ds, 


G(s) = ie exp[2sp(z) idv. 


(8.42) 


(8.48) 


(8.44) 


(8.45) 


(8.46) 


(8.47) 


首先 处 理 G(s). 应 用 定常 相 方 法 , 由 (8.46) fg SUIS pO w 
足 奥 尔 弗 (P. J. Olver) VARN T W E 13.1 条 件 (在 此 定理 中 


所 所 到 常数 a.p.w.Q 入 分 别 到 0.1 一 8B.8 《8 二 .和博 推 知 


a) =t p (5 y ols Bil so qs i ?), 


ce Ds] 


(8.48) 


对 于 G(s), 在 (8.47) 中 作 积分 变换 z= 一， 此 时 ， my RA RR 


的 定理 13.1， 有 
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1 
G.(s)- G(s) Hols *), (s-» co 


M 


因此 
G(s) - 3G, (s) - o(s b, (s—> oo) 
Has gx (8.41), n] 48(8.89) WZ, 
Gi) g(z) 当 zt co HBA HM 


QA. 
g=geT, (8.49) 
作 变 换 x 
£g) (8.50) 
(8.483 ü[ E H 
g(a) = SV^ReG s), (8.51) 


其 中 
CORIN exp[ésp(e)Mdv, plr)=r+7°, (8.52) 
我 们 看 到 函数 2(r) 当 cel, ec) HERRN, HA — E 
KELO, ecoBRERSÉ AS ARE p Cr) WRB id 7g & (o? I 
v—h(c). AX 871, p'(v) Xj — H v € (0, oo) EXE, Ep Cr) 40, 
XXE k (e)XE— 0] oC (0, oA FRHETE, 因此 可 改变 积分 变 
76, o—p(v), (8.52078 
G(s)- jn exp [sc]À'(o)do. (8.58) 
我 们 利用 以 下 结果 来 研究 G(s) 当 s-> co 时 的 渐 近 状态 . 
dim eco", 99), fitfii lim e^ (E) -0, Ox 
—1, WANA r A 
[exptirt]o(Ede 


m-1 (ky on 3 
= 5 s) -| exp(ér€) mee 3 
EC) t ede (8.54) 


JEE (8.54) TOR BU tede, ao | JE) Hg coo, RIG SD 
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端的 积分 为 OC), r>s0, MN m= co, Mi 
Pi i Pies c 5105 
[pox rto (Et 3 as. 
JUS IER SL Ao). MOM —10e EO, CAAA Hh, 如 同 
pO v€ (0, oo). ill- 73v, 有 


r= (8.55) 


lim h(a) =0, (k=1, 2, +) (8.56) 
事实 上 ， 因 为 
oo 人工 4. Xo G= wes 
WN eae) pee ene e Um 


Ti p'(v)— O(v^7), vse, B>1, 因此 (8.56) 成 立 . 
现 设 87-1 为 整数 , 则 MOO) RA (6—1, 2, +), (8.55) 8T 
知 


hr+n( og) 


G(s) ~~ $e (soo) (8.58) 


因为 仅 ReG(s) at g(a) ARM, RAITT Coma) 


gie Š AER (a>+00) (8.50) 


3 B= 各 RY (a= J » 2, 77), Hd #4 BY H-Bürmann 公式 ， 有 


Amo qu Oni | eon 
WO) Sot m Tansee 9 


KA (8.59), (8.60), 可 得 (8.40). 
S 8—2n1Bj(n-1 2, +), (o) 为 5 的 奇 函数 ， 因 gn 
47 (0) -0, k=1, 2, 和 ， 此 时 (8.59) 右 端 求 和 号 不 出 现 , 有 
g(a) —o(z*). (Vu>0) (8.61) 
g®) Hato 时 的 浙 近 状态 由 最 速 下 降 法 得 到 . 此 时 gl%) 可 


1 ~ 
g(a)=4s3 Gis), (8. 62) 
其 中 GG; = | xpLisy (yur, 
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sr J5 H8 (8.79), (8. 50) BE, plow) Ly (8.58) ABLE, AEE TE 
DIE « WEEP irik 
arg 7-0, dB- lio / (n+), (k=0, 1, A os, n) 
exp [isp(v) dh MMT 0, p vB B IURI RE 
p'(v)-1- (2nt1)s"-0 
BB, Ef E ve BU EESE DR 


7j (3n--1; T exp[i6], 6j (3j 1)a/2 
注意 到 
Q«20, 01 «20, OES 01 secu, (8.68) 
现 变 化 积分 国道 , 个 得 Gs) 
&o9-X | exb[isp(z)]ar， (8.64) 


其 中 Te WEF BR ol. C eo 于 ， 它 渐 近 地 赵 近 于 
BA arg v0... fllarge—6,. Xj n—5, 见 图 8-1. 


Argr=@, 
í 


G(s)— 2d — ) expli (si vis + oe -i). (s—20) 


由 此 易 得 ; 2p roc Bj. gehna (3.41), 


最 后 , BG 4 B= mt+1—-5, m=i, 2, 028 
， 由 于 (在 [0，-o) 上 加 次 连续 可 征 ， 推 出 io) 在 加 oc) E 
p. ipu, 
Piaelt+ Ae, p'le) =R), 
推出 (0) —1, m =0, 9«Ek«m, Bil, 由 (8.54), 有 


G(s) =t- mths v K™2(e)do, (8.60) 
Bi (8.97), X] 522, "a 
M9 (a) e — BB - 1) (B b--1)o**, (00) 


alias o 18.1 条 件 ， 因 此 


(B-m lm) (so) (8.67) 


sg " 


4 (8.67) fX (8.51), 485] (8.42), 
推论 1 RIE wl) EL, (RNR), 则 方程 (8.34) 的 解 


o1 有 估计 


u(t) ln S (LHD (wl sot [ue]ae), — (8.68) 


其 中 
X 
liii I<p<a 
p } q 3 <p . 
WEB, PERE, 有 
luit): Ihe ct "ERI 1 Uy | Ji (17-0) 


SU nm uo(2) in. 
Hy Le uL. WG (4.68), 
3125 PRS zx pe p BL un iT, 
众所周知 , 如 ww 人 (2) C HR), ss, MDTA DRE (8.82), 
(8.38) A AME -Bipi uc L"([0, 7]; H*(R)), 
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3 


GEL HF we) ETT, eA. BF BB jp 8.82 
2 


(8.33) po ft, 有 如 下 估计 : 
je) ms Ins exp Te f Lco lite de), (1) 
Zi #2 (8.82) 15 Ou (EAB i 
+ 一 一 f žu |* de +f Bud? (u—d,u dz — 0, 
iene warn 分 别 估计 如 下 ; 
(i) | fuiase] < i7? |, p [ul Be 
«clu ib [as | Be, qi 


(ii) fee *(abu)*@iuda| < | UL. Ot Fa | Ose | re» 


LLL ALA TMS, CIBC AER 
| O82 | tar d gu |a, (^71) 
因此 
| fus Cede) abu do| elati utt. 


(iii) |f seo) Onuda | 


oliu |1 | Bo $a ele, 
Gv) f Ber? *Qui)*de <0] 05a a lul izt 180] baa 
于 是 有 


‘te sel tat ul ps, 


利用 格 隆 疾 尔 不 等 式 , 即 得 (8.69) . 


(8.75) 
(8.76) 


1 
命题 2 Bars, Aa (a t8a +F) > 则 存在 常数 


S>0, 使 得 对 初 值 
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me W2(B NAR), p 2 


oar!) [vol ra 
HS, BOLE AE (8 82) 68.395 m SE u CO Bog ERI BR 
Hoempa OO elas (8.77) 
W—-W tc [0, TY. HT X, 
证 明 方程 (8.32; 的 解 可 写 为 
ulm, t) =C la) b G(t—s18, ta a v, s)ds, (8.78) 
EPET Git) 表示 基本 解 us. un 1 9s atiy =), 
glo) f cong +08 de, 
(8.68), 有 


人 人) PI (1 au em lycen,, 


(! Uo lank | Ho" w ae 


1 DE ON: um 
f, sy Casio, yds, 


(8.79) 
由 赫 尔 德 不 等 式 ， 
wt |e = To | ts] Frases | ul gs (8.80) 
由 (8.69) 可 得 
| u 8) lze |w ip exp f f) M ay dr, (8.81) 
其 中 "ET 
fis) = f +a) ae, (8.58) 


4 (8.80), (8.81 AEA (8.79), 可 得 
M(t)«&c( uo + [vol w S 
ejuoloexpLf() ME) MQy- (0), — (8.88) 
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其 中 


apy ee 2 —— EET 
a) = i sy" nas e E (8.813 
在 条 件 
(~~ 1 ee 
eel S $.8 
Aa) Ce) 


TAK FG ROO SUB JU, (8.83 BH 
M (£) «6911 +e M (0)?7! exp[es M (2) 1], (8.88) 
其 中 5= [eto [ret iol gr st. 
现 考虑 函数 
pim) —oe8[1-Feim^^! exp(es SUE (8.87) 
SORA, pQn) RE EX ma. 如果 I<, 只 1 AL) «n, HE 
之 ， 
了 < (Wi>0) (8.88) 
这 就 完成 了 命题 2 ny uH. 


定理 5 Bory, h>atZ(ot+8a+ 5%, 且 存 在 一 个 党 


2 
3570, MBM w EWR) N H(A) 
2 
p= m [ato | wre :uo lm: 8, 


则 存在 问题 (8.33- (8.99) (f£ — wR uc L^(R*, H*(8)), 县 满足 


i-i yt20- 1) 


lu | we eso CLH-) (8.89) 

更 进一步 , 问题 (8.32; .《8.33) 的 解 浙 近 于 日 由 问题 的 解 ， 即 存在 
线性 问题 (8.34) 的 解 ws， 使 得 

juli) ~ w(t) | ys 20, (+00) (8.90) 

证 了 明 ”对 问题 (8.32)、(8.83) 的 解 , 有 如 下 信 计 ; 
lut) e| uo] e exp [eM C7) ] 
«o|uo|,'exp[cMo]«£&, Vie lO, T] (8.91) 
6l 


> 


MU mu D) ++ fee - Sa (2 (sds, (8.93) 


(8.02) AWAD BU HEHE, 这 是 由于 
E A 
[esa(n], 
ea 
<f; luce) [sh] u(s) | mds 


+0 
«ck Mi f (1 +s) -I ratD gg. 


由 上 式 即 知 vG) 已 有 定义 , 即 当 t0 Eoo 时 , 有 
lult) — us t) |m 0, 
容易 验证 wx 人 满足 线性 方程 人 8.34), 定理 证 毕 ， 
MGI ELA 9508 (0—1)8 r-8 BDXE 8E f ER TR 
L 模 解 的 窒 减 估计 是 一 致 的 ， 


$9» MENT Emm L RREH 


Hea E n ZR He 斯 托 克 斯 方程 (n 关 有 的 柯 西 问 题 
uu vu ^ut Vip-f', — $-21,2, 5," 
[rc (9.1) 
wm, 0) — uo(o, ccm 
的 解 的 Do EMR. OP PHP oe SOR La RAAB 
X w 


igí 0 EU ig(a, oe, (p>1) 


先 设 f=0. 
定理 1 Buk xR", p, RX R*9R 请 为 光滑 范 数 , u 
在 le> 时 急剧 趋 于 0， 设 人 和 多 满 足 
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V-u=0, (9.2) 
uim, 0) — ule), 
H uols) € LR ATC), RJ 
lule, Dijfo(t4-1) 27. (9.3) 
其 中 常数 6 仅 依赖 于 uo 的 五 和 Lo 模 , WR m, 
证 明 (9.2L vu, HAR” 上 积分 , 可 得 


fem Auld Vip- 0, $54, 5 om 


zl. uide -af | Vu |*dz, (9.4) 
MR BURR ZR (CM. Plencherel) %4 -T (9.4), 得 
s iü 'ag- -3| . HE (9.5) 


Hop (EA u ml E EM, 将 (9.5) 右 端的 积分 写成 两 部 分 
„lêbda lell dg-a f  leislalrag, 
R sE P^ 中 的 一 个 球 , 它 的 中 心 在 原点 , 半径 为 
1 
r(t) = arol.: (9.6) 
因此 
au dna ee AA 


PETS »|2 
(4 inj. d£ 


* LC +I -aig yal? dé, 


即 有 
Ef libat 


CSS B ||? ag 
<E lil. (9.7) 

我 们 将 在 下 画作 这 样 的 估计 
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lace, Boe, (€Es(t)) (9.3) 
共 中 常数 6 仅 依 种 十 vo 的 Dn BEG D. HB, ALIN (9.7), (9.8), 有 


[ê| aé 
区 


d [ [A3 oe m 
<= lei? d + —— = 
Ge fae cep 


ide, 


PEE: 
= él) am 
3k ETAA AFG, B 
A oen f, rei ag] «oce f lèia, 
LAT 2% | 
oW (64-37 [entrar 
d " ^ 
Fjar [L1 ae] 


poy 
cW 5 og 4 4 XE 二 T 十 - 1 


上 式 两 边 对 ¢ 积分 , 得 
G+1)" aprags( I(E, 0) PE +i ++i —1]. 
因为 us € Lo, di BIRK ERE, 得 
f |£ |? de«e(14-0 TE, 
为 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 建立 不 等 式 (9.8), 对 (9 .3) 作 个 
里 时 变换 , 有 


G+ (EGC, i), (9.9) 
Am G(£, = — iu, Vuy—EF (p). 
这 里 S 表示 传 里 叶 变换 、(9.9) 乘 以 积分 因子 ef, 得 
D [irr] n e*"a e, t), 
对 积分 ,得 
64 


a^ ^ a 
eu t i f "QE, sds, 
Fe 
lélé, 0) |«e7 "Iis (e) + f aeol geg, s) ds, 
(9.10) 
下 面 将 建立 估计 式 
IGE, 5) |«el&l. (9.11) 
KR (9.10), (9.11), fj 
IĜE, Dl «etri | +o ff itm mies. 
(9.12) 


因为 us € La, WERE T LL. 即 有 
I(E) |o, (VEER) (9.18) 
其 中 o we AA, 4019.12). 由 (9.12) 可 得 
Jace, t) «oec KI gyre 
由 此 可 得 (9.8) .办 为 s 瑟 的 半径 对 主 一 致 有 界 , (9.8) 对 任意 紧 集 
Kj XR. 
为 完成 证 明 , 需要 建立 不 等 式 (9.11), 为 此 , TA EE. 1) 
的 每 一 项 ， 对 守 对 流 项 , 有 
|F (u, Vu) |= |f aiv uueg 
<E f lel lesley . 
HeeR ADA REA V u=0. 因 


juwe, Elas quf, 9 lelu C Ws uel, 


我 们 有 
| F (u, VE<e 上 |， (9.14) 
相应 的 压力 项 估计 可 从 方程 
yi (uw) (9.15) 


p= d 
AP f; Ox,Ox; 
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EB) HCO 15) (gj f T epe s 有 
KIA (p) m2 64,9 ww’), 
因为 eu) CL, 有 
|p. <0, (9.16) 
联合 (9.14).《9.16), 可 得 
(Gi HS. 
这 就 证 得 了 定理 1. 
现 考虑 了 不 为 0 的 情况 . . 
定理 2 ipu MLR or’, p RP S> RAKE H 
wXEoohbi$A, u 和 多 满足 
[ Hel ue Vai Aut Vo=f, 
| vue 0, (9.17) 
Lula, O= wle) ER", 
AUR mE In RADAR), FEW), vf-o E 
Ifc, Dl E e 3, 
则 . 
juel, IE (12-2) 2, (9.18) 
其 中 常数 e MOF n ER Ios tolr. 
证 明 ELTERO. DERA 


s jm | Pda= -af |Vu! det NECS (9.19) 


(9.19) xt t BS). 有 


I, ; uaaa f | [Vu|?deds 


-| lao! “e+ 人 | w fdeds. (9.20) 


RIEL uc, OC LAR"). 利用 施 死 兹 不 等 式 和 有 关 了 的 候 
设 , (9.20) 右 端 最 后 一 项 积分 为 
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np wfards< f. FCE, s? lv s)lods, (9.21) 
令 a(t) = sup jute, t) |a t (6.200 RI(6.20)3 


Pu 
e(Te aC) 1 FC, s) s ds 


-241 


«cra DET Y 2, 
因此 
a( T)«o, (9.22) 
其 中 常数 仅 依赖 于 ww 的 Do KP k. 
重复 定理 1 的 证 明 , 类 似 于 不 等 式 《9.7), 有 
d A 2 7t ^ 2 
r2 ur dst $1 f... iii ds 
其 中 sG6) 如 同 定理 工 中 的 定义 ， 由 估计 (9.33) 和 关于 了 的 假设 ， 
有 


d 14:2 m 212 
di Js ui +o), [eas 
css EI EotN Ë, 


如 同 定理 1 的 证 明 , 我 们 需要 辅助 估计 
| 人 #)]<0]é|-4, (EES) 
为 此 , 需要 证 明 
IFE, | «e[£l. 

EAE FEW 得 到 ， 于 是 ，(9.17) 的 解 的 Lo 衰减 估计 册 
定理 1 的 证 明 类 似 得 到 . 

设 (9.17) 的 解 uE a(R”), nel, We 

推论 1 设 ww 和 2 满足 定理 二 的 一 切 要 求 , 矿 满足 : Ve f= 
0, fcW-, H 


lfC, | CE | 


Fa, Dh< ka nj 
u(r, 0 loo (1-6) 9, 
其 中 常数 e MLB: ka ba A uo WY La 和 De S, 
证 明 重复 定 更 2 的 证 明 , 并 用 到 
LECE, D) Ske, 
3175 BLEA E- EETA TR 
utu Vu Au--Vp= f, 
{roe (9.24) 
uls, 0) —uo(z) 
的 勒 雷 (J. Leray) RR X (E. Hopi HK Zo 模 的 衰减 ， 其 中 
f-CG. P, POR ROSE SEXURTE, da 
HjCR?) = H3 3 Os BRA vui uma, 
HJ Hi ifl xt f zs Ho, 
4^—O$ (R9) N (u, V*u-0], 
HÆVE ER) WA a, 
V jk Y^! KR DRO) AE 
VEY Ra a, 
先 考 虑 了 一 0 的 情况 ， 我 们 有 以 下 结果 : 
定理 8 设 xoE 五 门 五 ( 良 )， 册 存在 三 维 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 
(9.2: (f — 0) APH uo AB EIS AM un, t), 使 得 
lula, <e, (9.25) 
其 中 常数 c 仅 依赖 于 uo 的 五 A De BA, 
EEA  diuCc HDIAQRO), us 和 px 满足 


4 ux + hs (uy) View — Atty -b Vps 70, (9.26) 
p abs O09 vw 88 BEXCIR Ec 将 在 下 面具 体 定义 , WA 
| ux t) l<el 4-1) 5, (9.27) 
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其 中 常数 6 MAKET uod Te n Te R, 
定理 3 PJER 4E EAS FUM 
9381 i fELO, T, V’), ucil, T: ,PD 为 一 个 分 
TH. B 
A — Autsn=f (9.28) 
依 分 布 意义 在 D=R x (0, 了) 上 满足 , 则 有 
u € L4(0, 15 V7), 
zT. lu|?dz—2 in (1, udder, 
依 分 布 意义 下 成 立 、 也 在 除去 一 个 测度 为 0 的 集 之 外 ， 
uc ao, T; H), 
对 于 给 定 初 值 在 及 中 的 L0. T; V)RSO.29 Hy REE d. 
5182 SCL, T; VO, wE H, wEO(R*), Vw=0, 
WWE n — h BL u MAA p. 使 得 
uC€C(0O, 7, H) N0, T; V), 
usw Vu — du --Vp- f 
KA ARNE D EY, H 
u(0) = uc(z). 
推论 & EIM HERF, A 
weVuE L200, T; Y’), 
wE E00, T; V^). 
H TERHES ple), WELK (o. t) 


bla, D €07, pS, ff yecae=1, 


supp Ypa {le 2). jej «t 1<t< 9}, 
mRuEeL.0, T, V) 


ak u(x, 2) WEC, HER'XRI, 
di d=] 0 其 他 点 
定义 
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dude, D= fFo(4., Doce, t-v)dyde, 
tih ò= P/N, palu) ERT t BUE DUK BUT u FEMI 2C (6— 28, 


t 一 3) 的 位 , 

引 理 3 ZHE uE neo, T, H)0IQ, T V) A 

V uu) =0, 
ep, fe IMG) IG, dest eoo J ulda, 

其中 GO 为 绝对 常数 ， 

5132 4 fcu), T; H-1(R*)), Ve f=0, we A, am w= 
vo, 则 在 引 理 3 的 假设 下 压力 Pp 满足 
X (wf, 


= O2, 02, 
Hop e LÀ 0x (0, 了)) 中 有 界 ,对 一 切 T>0. 
引 理 5 在 引 理 4 的 假设 下 , 设 w 为 方程 
4 uy His uy) Vuy — Aty tVps=] 
的 唯一 解 ， 3 二 人 P/N， 出 


usu dk IAD) SIEM, Bec, 


Ap= 一 


pap ik L5 (D) Sick 
pun) -»u fk LD BIR 3s D, 
Im us(0) =u, 


Be 是 三 维 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 的 勤 震 - 霍 普 夫 解 ， 
SIH i~ 引 理 5 均 在 工 , Oaffarelii, R. Kohn 、 尼 伦 伯 格 的 论 
文中 证 明 过 ， 我们 用 这 些 引 理 各 推论 来 证 明定 理 3 DIETE 4. 
定理 条 的 证 明 ”为 方便 计 , 令 usu, 


五 人 = 人 lu! dz, «o - f. unde, ` 


由 引 理 1、 引 理 2 和 推论 3, 有 互利 @E Do (R). A 
2. H(t) =Q() (9.29) 


依 分 布 意义 下 成 立 ， 特 别 因 OH 是 绝对 连续 , (9.29) 可 认为 在 古典 
意义 下 成立， 因此 , 如 果 我 们 能 证 明 
i&(£, DIOJ, EES) (9.30) 
就 可 得 到 定理 4. A gt, 我 们 建立 估计 (9.30)， 
命题 1 Buc HN E,(R®) Bwl, £) ELR) NOR), 
Vew=0, 如 蕊 和 和 是 唯一 的 函数 , 满足 
14 3-w* Vu d- Vp — &u- 0, 
V-u=0, (9.31) 
u(z, 0) = u(x), 
WEEK, K 为 一 紧 集 ， 
JCE, t)i «O|£|7 JLUEAEAEXE t ur, (9.32) 
FHS RO HK RAT K uo BY Ls 和 Ly Hi. w 的 Le 模 . 
证 明 4 
G(£, t) - —.2 (p)-F (w, Vu). 
为 证 明 命题 , 只 需 证 明 


iG(&. N<. (9.33) 
出 引 理 4, 有 
- 'p[* deds<const, 
推出 fg ip(e. 01 Faz<const 几乎 处 处 对 + 成立. 


因此 , Pre, t) E Ls (R°) 几乎 处 处 对 t 成 立 ， 这 是 由 豪 斯 多 夫 - 
Young 不 等 式 得 到 的 ， 即 如 hE LCR"), 1«g«2, W 


[Aln (2)? |h ny. Il. 


为 了 建立 Pe, HORRE, 如 同 引 理 4， 
7l 


--233 x x 
对 上 式 作 健 里 时 变换 ,得 
LEi pl = EEE F (ww) SEEE fe. Iff de, 
因为 w! Hl vC Z, (RP), Wd 
j<. (9.84) 


现 来 分 析 对 流 项 F (w Vu). HAWEN Vu) € LCD) .. 这 
是 引 理 2 的 推论 , 因 


3 
ff |w. Vus |? de dė <> ff learn | aoas 
m 2 p’ 


(ww) , 


<O |||Vu] derdi, 
J 
因为 Y'w=0, we lae), 有 
LF (Vie) |= Èa ww) 
«iu I (wu) «cg. (9.35) 


TOR GR (9.34) (9.35), 得 到 (9.33)， 现 用 不 等 式 (9.33) 去 证 
明 (9.30). 作 方 程 (9.31) 的 傅 里 叶 变 换 , 有 


Wt [EU @, (9.36) 
4 o(g, t) c üe "t, 则 在 分 布 意义 下 有 
vlé, t) = eG (EE, t). (9.37) 


由 (9.33) 可 知 e ^ "GC LEAR), Ask (9.87) 在 古典 意义 下 几乎 
处 处 对 成 立 , 因此 


ol, 0 à(5, 0)+ | MALE, s)ds, 
由 此 推出 估计 (9.33) 成 立 , 命题 1 得 证 . 
为 完成 定理 4 的 证 明 ， 在 命题 1 中 令 w 一 岂 (w), 再 重复 定理 
1 的 证 明 , 即 得 定理 4, 
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$rmspm 5 AmA, 能 证 明定 理 3 成立， 

定理 8 的 证 明 ” 设 刀 是 由 引 理 5 的 ww 依照 LCD) 的 强 极 限 
Bri 893] 28 E 2 Jet, 则 

lim | lugo, #)—u(a, f) *d2—0, 

HER 4, 有 

luce, 0 lzm lur zat luce, )—uy(*, D lrn 

«Oy 5, 

Ki XO 仅 依赖 于 so HY Ds Al Do St, 

现 考虑 ,了 #0 的 情况 . 

推论 8 Hume HN LCR), FE L0, 20); V) AWIR), 


V.f=0, E LO) las E(14-2) 2, WHE 


4 ux Polux) *Vuy — Aug Vpn =f (9. 38) 
的 唯一 解 yx 满足 : 
If t)|e<e(t+1) 5, (9.39) 
其 中 常数 。 仅 依 赖 于 初 值 的 In 和 LS BUR k. 
证 明 $ 


G(£, t) - . (f)~F (Vp) F (taux) Vus). 
为 完成 证 明 , OUS VE EH 
(G(£, 0| «ci£|, (9.40) 
再 重复 定理 4 的 证 明 ， 由 
LF (Vp) 十 | 多 lou *Vux) | <0} é| 
和 fC W^ (R9), BRE fE IB AR A5 (9.40). 
推论 和 Hw 和 了 满足 推论 3 之 条 件 ， 设 为 方程 (9.38) 的 
M uu TK Lo 模 的 极限 所 得 到 的 三 维 纳 维 - MEEMI (9.24) 的 
BE-BERM, N 
us, #)a<e(t+1)# 
其 中 常数 e MURS fluo 的 Di Lo 模 . 


证 明 AEREAS WH 3d. 
PASE 2 ”如 对 刀 维 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 近似 解 作出 La — 
致 售 计 , JU Le SERUR TCR 
lule, Dl (14:1) 3, 


§ 10 。” 非 线 性 其 定 译 方 程 柯 西 问题 的 解 的 破裂 现象 


考虑 如 下 非 线性 薛 定 雇 方 程 的 柯 西 问题 
( dey = Aud-g | u|?73u, ER", t>0 (10.1) 
uls, 0) = vo(®), {10.2) 
EH g>0, p>>1， 众 所 周知 , 问题 (10.1)、(10. 久 的 光滑 解 满足 如 
下 守恒 律 
lo 人 (| tute; De comet Iola, (10.9) 
ie (iver 2 > lu;™ d= const = Ho, (10.4) 
eu. ani Deu ae 
lult) | osa const 2 lz? Veece) s (10.5) 
1 
2H «(3 Dtr 2 Z, 即 
0=n(p—1)/a(p+1). 
Yassin, pri« P. xpa-1.2, 2 为 任意 、 册 于 lu 人 ba 一 
BAH, 由 (10.5) 可 得 


其 中 


| Jue) econstlvuls T (10.6) 
BW | Ho|<so, 3H A CIO. 4) BARB 
Iv«(Oli«|E.-tgeonsi]vu()ls 7 . — (10.7) 


2 2 (p-1)«21, p< S +L BERTA, [Vul 是 一 致 有 界 


^ 


的 , 因而 可 得 到 整体 光滑 解 、 对 于 大 前 初 值 和 大 的 2p， 就 可 能 发 生 
解 的 破裂 现象 ， 我 们 对 于 一 类 初 信 p, 在 Bo<0、 p>1+ Hi 
况 下 , USE T BEI vw CO la 在 有 限时 间 内 破裂 ， 


为 此 , 考虑 柯 西 问 题 
Ec es gc Rr, £70, (10.8) 
uis, 0) —o(2), . ER", (10.9) 
引 理 1 grum, OAM AM M.S), (10.9) 4E Ott AY 
光滑 解 , 风 有 积分 等 式 


(i) le l= lola, 
Gi) fi Vuj*— G(lu.*)]da— const- Es, 


(iii) 2 f fei? "da -ATm | ruda, r=jal, 
(iv) 号 Im | rin ds 
= -a fivul*ds--n [Uul F lul?) - GCul*)1ds, 


其 中 GGQ Si Flods, u des u IER, BABU CE RI E, 


证 明 首先 , (10.8) XE A 2v, XR RING, 得 


8. - 
St ul*—V-(21muvo), 


FA (i) Rae, (10.8) FELL |e’, 并 在 民 " 上 积分 ， 对 右 端 分 部 积 
分 , MÆ). (10.8) RA au, 并 在 R 上 积分 ， 利 用 分 部 积分 ， 
BIA). 为 得 到 (iv), (10.8) FELL 2ru,, 得 
Diru te = 2ru,Au + AF (Cw |?) Utp 
在 R^ 上 积分 , 取 实 部 , 可 得 
I=1I+III, 
其 中 T=Re al 之 Ra — Ue, da | i 
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IT=2Re f ru, Au dz, 
III—3Re J FC u| Brum dz, | 
分 部 积分 和 直接 计算 , 可 得 
II=(n—2)[|Vul?do, 
Ir -n | @(\ui?)ae, 
最 后 , 工 能 写成 为 
I-Re laf I2 Teti) — Zui) ae] 
-4 Reli| TW, da] +nRe [ef Ur dz] : 
利用 (10.8), 可 得 
I=2 Im ( ru 2 
=F m f rūmde+2f |vul dæ 
-n ftivI*FCIuI*) - GClu*))ds. 


由 此 可 得 (iv). 
EEL re 为 柯 西 问 题 (10.8).(10.9) 的 古典 解 ，w 是 施 瓦 
BORE BOS, Hi 
( i $ Be<0, 
(uy I= j rpp de>0, 
(ub 存在 常数 1-2, em 
SF (s) z»o,G (s), (Vsze0) 
则 存在 有 限时 间 TT, 使 得 
lim (Vul) l= too, ' 
证 明 记 y~Im| ride, RBG), y(0)>0, ala 
Ej v), 有 
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i@- -3fIvu:*de- n [Llu] F Cul- K ul?) Jee. 
e eu dii, 有 
y (02-2 [ivul* deno, 1) [ Guld. (10.10) 
将 引 理 1 mp GD REA CO. 10) B Zo RR, 得 
i> —2] |Vui*dz--n(o, 1) [fi vel? de- 26] 
= [n(o, 71) - 20 fi vul* az —n (o, —1) Ho. (10.11) 
Bi f E, Eoso. id E,—n(o,—1)—2, HER (iii), 知 0， 
则 由 不 等 式 (10.11) 推 出 
y (h.l Vul, (10.12) 
AA y (0) 0, 1.70, ER C y CO AES, 因而 y 2 70. 由 引 理 1 
ag (iii), 有 
-4 [Piulde= —4Im f ruu de= —4y(t) <0, 
KE [eua | rp, ?demdi<co, 
由 施 瓦 兹 不 等 式 , 有 
1 1 
O) =y) <o (frlu de) (we 
«dol Vule. 
因此 , 9.010.120 有 微分 不 等 式 


和 yl0)>0, 


dni m, IR fal Ost E ) 上 ,有 
Y gla 
uit) dE— bey(OE* 


RAIA AI Velt) [y (0)do/(d5 — ky Oe), Bat 


lim|'Vu(+) N= +00, 


Jeh T- -d1/E.4(0, REBEL TEM, 
推论 1 除了 定理 1 的 假设 (i)~ (i) 外 ,再 加 一 个 条 件 存在 
常数 o>0, 使 得 
s-1G(s) «consi. s", (vs>0) (10.13) 
Wl Lo) La 在 有 限时 间 内 破裂. 
证 明 ”由 假设 (i)，Bo<0, 则 由 引 理 2 的 (i), 有 
pvu tis f SEP. [ul *de<constlu(e) riol 


因此 , lu C] SETI Veet) fo 一 起 破裂 . 
附注 1 考虑 初 值 函数 2 具有 形式 
p(x) =exp(é|2|*) pa), 
其 中 YOBREMMAERAR AM RTH, 可 得 


Im | rpp, dz | r*|y|*de, 


因此 , E SEA IE GOD BY, 
最 后 , 我 们 考虑 方程 (10.8) 具 有 特殊 形式 


F(s)=s' © (p>t) 
的 情况 , 即 
du —^uc|u|?Uw, (其 中 eER",t>0) (10.14) 
we 0-92). (10.15) 
Khi, Gul) [7 sare Lupus 定理 的 条 伯 (iti) BER 
ft 2 $^ 
ges 世 s ^) (Ys>0) 
HA o> t+? RE E TAR o= PSX, i 
ptl 2 


+y Owl Tox 
Wi, RUE p> 1-5 时 定理 的 条 件 (ii) 就 成 立 , 于 是 有 
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推论 2 pipa ne 14). (10.15) B5 jt, ini JE. 
G) Bo=| (lve n jp e" jaa, 

(ii) B easi 

(iii) prirs, 
Bil vuct) 和 和 (Dl 在 有 限时 间 内 破裂 ， 

推论 8 考 虚 柯 西 问题 (10.14)、(10.15), 且 设 推论 2 的 假设 
Q) — GWE, 则 有 

Ci) 对 任何 g>p+1, 

lac], — 十 co， t2 T-«co. 

Ci) Kg RD (p- D «gpl Es n2 BE p< a 

Wa 


lele +, t-»T-<oo, 
证 明 为 证 (i), HE BA Eo, Xj g>p+i A 


Ivu li< pao 


«ar nO COL aie 

1 8 1- 9 

Xm Hl qe g 
Bir P vec H9, BT lutt) [oss 和 A |, BRR, 

SE i), 利用 索 伯 列 夫 不 等 式 , 有 
lC) loss const] vut talue, 


1 (i1 1Y,1—0 
其 中 uc. 


LAE M 
g : (pt i)[2n—gq(n-23)] g<ptt, (10.16) 
3t Lo<0, 由 引 理 2 的 (ii), 有 


i vu; la«constju(t) fà ipti a 


因此 , 从 (10.15) 有 


F ! (+i 
utt) lesa eons thu (2) ty? ut) loei a 


AUR 


Ap ee (10.17) 
WU) le BA, ALA O Hy Re iASR10.16), np A (10.17; SH FT 
273 (p- 1), 
证 毕 。 


§ 东 业 半 线 性 抛物 型 、 双 曲 型 方程 解 前 破发 问题 


TERCERA AKIRE ERE 9E. XU TERR 
AERA ERR HL RR. 
引 理 1 REH VH HERE MUR EU) 94 12-0 DERI AEST 
D (Op 0) — (1a) 0)! ~ 304b — OP), — (11.0) 
HP «0, 0, 0:0, MY $(0):-0, /(0) 2 — ia6(0), 01+ 
O.>0 BT, 有 
h(E) oo, 


£m tp l In APO) rou (0) 


JOO ^ rab) rep QD)" 
ith r2 0t a n- —0- JOP tas. 
ju DO) >0, $ (0) >0, OQ; ad O5—0, 则 
peo, tha AO 


oyr (0) * 
证 明 WP), WA 
(=o WMD), 
p (t) yta y 
y PEP — 0 Map on 
DO 
(t) a dr) 


由 (1I.1), 有 
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d" (t) 十 20 (0) — 0,0 (0) =f (4) <0, (11.2) 
对 乎 0 二 Co>0 的 情况 , ATR 1.2) LES 
PU) = B,ent-- er 


+ 一 二 一 | f(v) [ot — ot] de 
TiTa /0 


< Bie" + B, (11.3) 
其 中 81.82 由 如 下 代数 方程 组 决定 ， 
{ Bi 8;— (0), 
Barı + Bar D (0), 
因此 ， 
Bi = (ri 79) 1 (0) — r2B(0)} 
= — (r1— 02) Hæk (0) + roy (0) 147 271(0) <0, 
Ba (74 — ra) [ons (0) + rip (0) Jp 2-70) 7-0, 
出 此 可 知 , 24 Gto t9 4 mp, DO — 0, Blt) 9. 30, 
05-0 时, 引 理 的 结论 直接 由 (11.2) 扒 出。 证 毕 . 
EE MIS AA LSB YE IS ST P8 10) RC 
pu, = — Aut Bu Fi, wj, (11.4) 
EHRT p, A, BHH. 4 是 线性 对 称 算 子 , p BERT, A 
是 非 负 算 子 ， 多 (t, 习 ) 为 非 线 性 算 子 ， 因 为 多 Mit eK 
(N. R. Frechet) n] f&. TEREZE GGE, u), 使 
dy Ht, Ua) m (F (t, u(9)), u (9). 
HA, UE G CÓ, 光滑 依赖 于 戌 并 以 下 关系 
a G(t, ult) ) = C7 (tu), w (2) 4G, u(t)), 


MA u(t) RRM i RN DE 1.4) BS RES 2336 a 
状态 .为 简单 计 , HL. OT, 设 


|p? Bul « Mal) Aul + Mol ptu] (11.5) 


8l 


C (t, u), v) 22(1aG(t, u), m>0 (11.6) 


Git, WM F (0, u), v), (11.7) 
_ l+a, 14a Mi 


其 中 BEC, a), eC (0, 1). 
定理 1 Kp, A, B, 7 MOLAR uG) a 


BER, 此 外 uo=u(0), Bom |p uo] >0 (u40), 


(140% 1.8) 
de 4o(a4 +1) Bo, ate) 
Ao= ~ lA? uol- f. Bo+G(O wo), 
@= —1-- 1-4 B, m= — ys/as yi, a — 0s t+ as, 
ot ats, €2—4(1--04) My, 
i M? M3 (lim) 1+8 
Mie Ms (AE + M,)+ HE oa, 
则 


Ip*ul > oo, 
= 1 4o (a4 1) 4o ty (1 -- a)? B, 
tt. 2 一 一 一 一 一 一 一 
人 24/c-rac, 40° (o 1) Aso ys(l-c- a) Bo 
当 B=0 Bh Mi-M.—Ma-—M.—o000:— y43— 0—0, 4H 
《11.7) 具 有 形式 
Git, u)0, 


AE (14.8) 3% 
-$ 145«1*-G(0, te) >0, 
证 明 (11.4) 3 u ERD, 得 
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(pus, u) = d pte) — Atut Bu, W CQ u), u), 


(11.9) 
lp?ul?- — (Au, us) + (Bu, ut C7 (t, wu), us) 
1 & t 
- Oo | Atul? + (Ba, w) 
+ 全 A(t, w)-Gie, v). (11.10) 


& j= - 1- Atul +a, u), py (12.5), (11.6) BUE (11.9) 9] 
得 
1.8 ip? ul } Atul- ip? Bul Iph] +(e 1)8 6, u) 
>2( + Dj) +e | Au] 
- Mi | Atul Ipfa] — Ms Iptul? 
>m -1)() ~orlptal’, . 141) 
3b eo DE e Ms, 53H, (11-10) (11.0) STRE COREL 
的 变化 ; 
iO lp? wel? pp Bul ptu] + Gt, u) 


1 E 
P (6) Iph«l lp *Bul + Gs, u) 
hauj- M hp 
sü-—s)|» us| re Ate) 14 ull 


Hi (141 )iptul+ Gs, u), (11.12) 


其 中 ass>>0.， 由 041.9) 对 上 的 积分 , 可 得 : (Ve0) 
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Lipt data 
Put [ 145u]tas 


1 
«lp wl f (Bu, ude + | CF, udder 
1 d ! (52 Bull ip? i 
«lp? wl?+{ ip? Bul lptulde +f (F, war 
Mi f NT 
Zé, at? u|’ de 


+a | Iptultde+ f (F, ude, 


14 3. 1 1 
<y ipu tef Afu drt 


由 此 本 得 
Qe) 14s5ulear 
«lp woh? +( i xx) totae f (F, udder: 
(11.13) 
(44.19) 对 4 从 0 到 # 积 分 ,用 (11.13) 可 得 ，(es€& ©, 1)) 
ji(0) + 1a) | Iptaltae 


EN Mio 0. (25 " ) 
Emery (rep) 483 + Me 


+z) 


x | bptui?de— 15 — (1 +e) Ip Ml 
PU Sa(1—24) FPIAME a 


«f [ee Taunus (1&8) CF, u) ar. 
(11.14) 
选取 81= (01—8)/(1t+a), s=-a=s, 8€ (0, 1), BC (0, m), 则 
由 “11.14) 可 得 估计 
je) HE fi Iptu, pae Mt, | Ital? de + Ao 
(11.15) 


其 中 


2 2 、 
M, x.( r +A) M i>a 1+8 


A 

4e 4 《ou B) & T 
As j(0) — 2 pial. 

AGLI. 11)$0(11.10) n] 48 


d jio I 
lp + 0f, Iba M^ de (0s 1) 


x [44 Me | lp 把 jaz] -2o Iptul?, (11.16) 


& 4 [phuc Fdo, 其 中 党 数 os 和 wo AE, HE 
引 理工 条 件 ， 令 
jz 和 Par=-4， IN 
Wi. (ve20) 
phuc C busca ( (pu, udde)? 
« (|p? wol?+ 2V TT) 
«(1L 40) sas, 
由 这 个 估计 式 和 不 等 式 (14.16), 有 
VP Gi) - Atay O 
FA(L-- 8) A2 Ai 703) [4(a1+1) CAo — Mep + MCs) 
-20: Ylh- Q-ce (1 i Jug]! 
—4(1 o) (12-54) Aida, (11.17) 
WR e ma, (L-a) = (1+8), Ri (11 27) 8148 
VOVQ) - A 
> —20y (b(t) 一 此 oa +1) Ma? (0 
[iD Aot M00)0s - C39" yip], 0128) 
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为 应 用 引 理 二 DK ALIE 


4 (24-1) (4o-- M40,)0; — E E 


- |p 5| 2-0, (11.19) 
$(0)285(0, 8——a y, S20, (11.20) 
4 dI) phu, 457-0, mM% 
g,- m puol 
dalai 4-1) Ag 
时 , (11.19) 成立， 为 满足 (11.30), 由 定理 条 件 (11.8), 有 


Sp (0) = 80, rays Alt c bu (0), 


ala +1) Aa 
因此 定理 得 证 . 
定理 设 定理 1 条 件 满足 , 其 中 条 件 (11.7) 置 换 为 
Gelt, u) 20, AGRC, vw MF u), u), (11.21) 
其 中 和 >0, AR BARBAT, 则 定理 工 的 结论 成 立 , 
证 明 A vo(D-—u(t)e ", A>0, WAH(11.4) HEM, w(t) NE 
足 如 下 方程 
Pu= — 40+ Bot F(t, v), (11.22) 
X Á-—A-AP, B=B, F(t, v)- e (t, ov), 容易 验证 定 
理 1 的 条 件 满足 、 显 然 ， 
A>0, pip = (o, v)— Lalo d Pho? 
由 此 推出 多 的 条 件 (11. 四 满足 ， 且 具有 常数 M. M: + EG, v) 
=e 7G, oy), RI 
E Gt, v(s))  e-PHCEE (1, eol), ev, (0)) 
- (S (t v), e), (11.23) 


ER a 
(F (t, v), v) 223(1-- o) Gt, v), (11.24) 
因此 假设 (11.6) 满 足 、 为 了 证 明 满足 不 等 式 
G,(t, o> MV (t, v), 9), 
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我 们 利用 (11.22)、(11.23), 有 
G(t, v) =e 4G, (t, ey) — 2e HG (1, ey) 
«eH CF (f, e"v(t)), Acto) 
2-280, e) 4C E, v), v) 
22A, v)7- MF t, v), v), 
Bi; EOLL.22) 满足 定理 1 的 一 切 条 件 . 至 于 初始 条 件 ， 由 于 
v(0) — (0), 因此 得 到 of). P AE v COBS UE TE RE RR. 
作为 定理 2 的 一 个 重子， 我们 研究 如 下 形式 的 扫 物 型 方程 的 
初 值 问题 
u= $ X (as ra) Z a.C, JUa toT, tutu", 
(11.25) 
wlso=0, u|izo7 uc(z), TE QC R^, (11.26) 
EUR AMA SERIE 五 H LA), 在 Qr- Ox (0, T) Eig ELTE 
zi 


» Sas, o X e, Qu Gg, || s |0 r| pu 
[east | io 2341. 
c ayo Loue. 26) 下 是 自 共 


Sa BJIE CT, ji AC), 对 于 它 , 有 
(Au, w= | Afu]? vu]? » JU ut, Fu jd. 


此 外 
[Cae U) |= [init te, dos HE aS, 


Bp | (Age, u) Mi ae LP 
其 中 有 = Sa, LL B RR 3a 2 —-vI, 则 有 


f 1 
| Bu]^« (n1) 1s ult, eee asap, 


87 


即 条 件 (11L SO) edt 了 = (nt lat, F(t, =0u", 


因而 GG, m | mae, 推 之 


Na- 


(ETE a), wò =U I yn" do- t GG, u), 
则 条 件 11.6) 清 足 , BH ta)=mti, 条件 (11.321) 满 足 , 其 
hec pap Ma 为 (11.7) 所 确定 , 则 定理 2 的 一 切 假定 江 
ER. PAW O70, m>1 at, (1-1), (11.2) BR uO) 在 有 限 
E: Tal Py BES 
现 考虑 双 昌 方程 的 情况 ， 设 有 如 下 双 曲 型 方程 
Puy = —Au+ Bu—Pu,+ F (t, u), (11.27) 
其 中 卫 、4 是 线性 对 称 算 子 ， P>0, 4>0, B 算 子 可 能 是 非 线性 
的 ,满足 | 
[PE Bul < M, APul, (11.28) 
其 中 a>O 为 实数 , PRET F (t, u) SLA GC u), HRE 
(F(t, 0), UAL HAG, u). (a>0) (11.29) 
此 外 , i GC, o) WR 
G,(G, WP MEU, u). (11.30) 
定理 3 RENEBLE HOSROLI )BHEMNNUE 
如 下 不 等 式 
2(Pw(0), w,(0)) 


eth’ (0) > Gist Veta] | P?u(0) |? 
[at Ja 4- 3M1)v(0), | (11.81) 


- 4 jatu(oy|? — 3. uetus (o) +ECO, u(0)) >0, 


(11.93) 
Lu jP uct) eo, ba, 


2 - la— Ja Fai) 
a= =e In ay NEM ee 
/ a? 4-9 M3 -4 0*4 3M) 
(OV) + aif’ (0) és 
V) modio) 7 (11.38) 


EMA 4 (t= | PPu(t) 上， 容易 看 到 CO) 满足 引 理 1 的 条 
件 ， 事 实 上 ， 
Wi) =A Piy, Pho, P'O =A PEUH Pe v), 
V (b - (e) (y 
ALt a) [|| Phu pa P?u |? (Plu, P345 
+p Pie v) - (1-92) | Puj Ady, (11.34) 
其 中 y(t) = (Pus, u) — (1+20)] Phu, |, 
Fl FA (11.27) ~ (11.29), it v (O BS FA, 
v7 ~ | 4 和 [2 二 (PEBu， P¥y)—a(Pu, u) 
CE CE, u), u) - (12-22) | Pas]? 
220-22[-1 Atut- 3 [Papa v] 


* 


28] AS [2— M; | Su] | PP ul 
1 
一 号 2. | P3uJ?, (11.85) 


， 1 i ie L 1 
4 fO) - -3 145a — 3. [PAu qua, o), 
B 11.35) RET, (Ye 0) 
y (22 (1--92) j) +20} ATu]? —e, | AP ul? 
- pip —2 pta, 
E 81722, 则 
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( ee ME a ae cere 
(£0)22(12-2a) (0) — 2. p pul 5.2. & pil 
y(t) e211 2a) j(0) oa [Put — PP)? 
(11.36) 
另 一 方面 , 以 u, 3€ (11.27), FF (11.5), 可 得 


1 1 
A|- ptuj -i Aua, v)] 


1 1 L 
—— (P "Bu, P*uj) Tta [Pu,|?* 4 G (t, u) 
1 1 
z — Ma || A? ult P*?u,| -- G;Ct, w) 


_ M M, 
mg 3 | 


Hy (12.37) 811.30), 有 
i j Mi) -G., u) Malt, u) 
>M j). (11.38) 
出 条 件 ICO) > 0, 则 (2-0. Atk, (11.34) (11.36), 得 


v)» — A pl) ~ vw) 


IPAu-G.G, uw). (11.37) 


oer 
| A*u[? ~ 


和 Wy tere E we $n. 
注意 到 假设 (11.33), 因此 PG) WOE SERE 1 要求 的 条 件 , 由 此 得 到 
定理 的 结论 ， | 
附注 1 条 件 (11.29)、(11.30) HABER (FE, u), u) R 
Gt, y IE tb, 且 条 件 (11.30) 的 常数 Ms 可 取 任 意 大 的 数 . 
EAS 可 以 推广 到 更 一 般 的 情况 , MF ALB 和 Pu 的 系数 a 
TRET t, RAM AG) 0 aG) VW EMP RE 
(Aru, IEMA — O«a()«e. (11.89) 
如 果 将 不 等 式 (11.37) 置 换 为 
BOS — Ml Atal) Pha] ~ an Sgt +e, v) 
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1 
> —e P uj- i, = ke +M) [Auiti x), 
l (11.40) 


Sos 2. iMt, HO 


a Mit VME 
VEMM ee? 
则 不 等 式 ( 坟 .38) 成 立 。 其 中 M: BROW Mi- Mic Mic M 
再 将 (11.30) 中 的 M 换 为 Mi, 则 定理 8 成 立 . 

定理 4 设 定理 3 的 一 切 条 件 都 满足 ， 条 件 (11.30) 中 的 M, 
HRM. RAFA BA Pw 的 系数 依赖 于 B AOM aG) 
满足 条 件 (11.39), 则 定理 3 的 结论 成 立 . 

现 研 究 如 下 双 则 型 方程 

: Pwuss= 3 Kase, Du) 23 a; (o, tub, 

rax, Jut t u), (11.41) 
xd PEERERS, HREM AG, wu) REGE (11.29), 
(11.30), 


我 们 现在 证 明 (11.30) 可 以 放宽 为 


Gilt, w)z0. — (11.42) 
4 e(t) - u(De7^, Ih oO WBA 
Po, = Xot Bor Oo — F G, 2), (11.43) 


其 中 AH-A-XP, B-B, Ó--— P, àü-a425, 
F- eZ (t, ev), 
HE PLT, B, 11.28) WE. MAREN FA, o), CURI 
G(t, v) -e “GU, eto) 满 足 不 等 式 (14 .39)， 如 前 表示 ; 
G,G, v) - eG, ea) — 9AG t, v) ACE (t, v), v). 
WR G i REA ECLI.29) RLCLT 425 , nl 
G,(t, v) 24aAQ(t, v), 


9! 


选取 = AE (在 定理 4 中,X> DO) mucro mg, ot 
(11.48) ft v(t) 满足 定理 3 的 条 件 ， 要 求 ok0) 和 ww(0) 满足 
(11.3 才 和 (141.839)， 因 为 2(0)=u(0), v,(0) =u, (0) 一 M4《0), 为 
BRER C0) ft v, COM 
3CPQ0), uO > (94 Ma) PO — (11.44) 
-$ L4*o)i - 3 [PF a (0) -AP u0) 
+G(0, u(0)) 0, (11.45) 
其 中 Mo 于 af:V 豆 .条 件 (11.45) 能 换 成 更 简单 的 条 件 ， 
-$ A? uo)? bP ACO) I 


十 $0 +- Me) HP#(0) [3--G(0, u(0)) 20, (11.46) 


由 此 我 们 可 以 得 到 
定理 5 设 除 条 件 (11.30) 外 , 满足 定理 3 或 定理 4 的 所 有 条 
fe, E UE E 26 PECL. 42) (11.44), (11.45) S (11.46), A> ah (te 


定理 和 中 ,> 了) mpg 


| P*u(£)| oo, £— f «fto, (11.47) 
VEEN MiV 2 (0) +4ap (0) 
Mi —My/ È pCO) Hia Oy 
现 举 几 个 例子 ， 
[Al] 研究 广义 布 森 内 斯 克 方 程 
Wit = Vee — Ozzyree + Cou") so, (O10) (11.48) 
其 中 当 m=2k4+1, kLiB, 0.0, 4 m-2h, bmiB O0 
im HER, Wu lel re RB, ml, Os 是 负 的 )。 研 
究 初 边 值 问 题 
Viso Wr), Waco uls), Oe’ (11.49) 


fo 
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usse = ul uui, (11.50) 
Urg [~ zeo1e-0 一 个 。 《11 .51) 


EAT -- D 满足 (11.50)， 为 正定 算 子 ， 用 卫 表 杀 其 北 
AT, 即 P(o) =u, Poen) = — tee. 其 中 4 满足 条 件 (11.50)， 
u d e CLL.51)5, e] (11.48) (11.50) , (11.81) BB 5j bn FT 

f Pi = —U+O Wing m Ou, (a1 .52) 
此 时 方程 (11.53) 能 直接 应 用 定理 4. 其 中 


2 
A= CO EHI, B-0,a-0, F(t, u)= Ou", 


HUE D. RENT, 非 负 定 的 ,因此 算 子 忆 是 非 负 的 ， 如 


果 04<0, 0, —0, 则 问题 (11.48)~(1L .时 ) 不 具有 光滑 解 . 
[例外 ”方程 


t= x (ul) 9 (11.53) 
对 任何 名 具有 无 穷 多 个 守恒 律 
f lun (ude lutae—o, k~1, 2, -- 
和 | lun F (uP) ]utde=0, 


I; - IH ui a wt |a, 


EET 2m-8 : 
"Zamri nti mF) * Jae. 
A ECLI.52) EUROPE 
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Au, 2-f[- "n ust! +0 |de, 


HE vosu. XDPIPERI.53), 其 右 端 当 m R3 8850, ZEA. 
意 符号 下 , 或 mw 为 >3 的 奇数 时 , 具 负 符号 下 ， 无 论 柯 西 问题 或 边 
HR, SHRM Sh, 此 时 方程 具有 形式 

Pug = —Au— Bu— Pu, E, v), (11.54) 
ttt! P-I, A-0, B-0, F(t, u)- 9*F(Du), 9- $i. D= 
-— F(t, v)- Fo”, MIHEL), 4 

Ft, u)- 2*7 (t, Du) (11.55) 

时 , 其 中 多 * BOMBA ST, PHERRERT, FC, OWE 
定理 5 条 件 , 则 定理 5 892A 16 TR, LARA. J. Zabusky) 
方程 


Un = — rers — Use F (Uo) (11.56) 
满足 定理 5 的 一 切 条 件 及 推广 条 件 (11.45), 因而 满足 定理 5 的 结 
i, 其 中 2 je " : 
Pel, A= E +Z, B--—AR'b9-X4 gr A. 
对 于 方程 
tt = — Ucene — Wes— w+ WS, (11.57) 
定理 5 成 立 , 其 中 


at e 
P=I, A-—.4] B=- 


E 
[513] FPU 问题 . 
én én Ent Ena TET. Enea)? (11.88) 
"THAN v A T WB, 


Ft, u)-w. 


Ug = Uge t (5s, (11 . 59) 
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它 具 有 方程 (1 .54) 形 式 , 其 中 


"TEN a = -2 
A=- B=0, 9-5, 


-FB €(,v--w, 
对 方程 (11.59), 由 等 式 


fna ee Cu) sl do ~0, k=1, 2，… 
可 获得 无 穷 多 个 守重 律 . 
[例句 PHM. Toda) fa 7i 
上 ,一 girit En gén Ena (11 .60) 
可 归结 为 方程 
un — (6), (11.61) 
它 的 非 线性 项 PDF (Du), 9-2 S()--e. BM 


多 (wv) 不 满足 上 述 定理 条 件 ， 因 此 不 能 应 用 上 述 定 理 . 但 似 可 以 
HAIRA AER ERER, 


BAL (4 ate )ae AFERA, 其 他 的 由 等 式 
fte. - (e^),]e"* de - 0 k-1,2, + 
可 得 到 。 例 如 
tf atin 


ae f [ weh 可 wer + ES vj |de. 
为 了 还 明 方程 (41.61) 的 解 的 破裂 性 , 将 《Il 61) BH 
Ma = 3G. = Othe, (11 .62) 


& un Wi= ©, Wij CL1.62) 8f SR 
d;—8*-p, h= Ge. 
引入 新 的 自 变量 变换 aalr, t), 8— Ae, t), HERE 
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Oy Pez, ET e" B, 


Ji (11.62) n[ 75 hut TF 75 $848 


Cp.—-da, Pe — ds, 
TEBE w — o" 和 9 满足 线性 方程 组 
Waar We — Ga, 
可 获得 波动 方程 
Waa =O, gxe=0. (11.63) 


容易 看 到 , 对 于 有 限 的 a、 8 和 某 些 (11.63) 的 初 值 问题 ,wko， 有 ) 
可 能 是 负 的 , AN oe", Ce, 为 平面 上 的 某 些 点 , p oo, WI 
FERR, 


812. AAM-DEFERLGRN LAME 


384125 BE A H^ CR) F EA H (T. B. Benjamin) 小 时 
(H. Ono) Fy fü(n-- 2, 3) FE AAR FRI Eoo AB 72 TE JU T, 
设 有 本 杰 明 -小 野 方 程 的 初 值 问题 


Us + Uu, — Hug, = 0, wER,t>O (12.1) 
u(x, 0) =x), ER (12.9) 
Hp SORGE MARAT 


(15) -p-V Ef EP ay - FA eg AG, 


这 里 子 表 示 了 的 傅 里 时 变换 ，F-:+ 表示 逆 傅 里 叶 变 换 、 
对 于 希 尔 怕 特 算 子 ， 有 如 下 易 直 接 验 证 的 经 典 的 性 质 (Vu, 


vE LalR)) 
Hu = (12.3) 
Ie u Hodr = -[- v Hudo, (12.4) 
eue +22 
j HOD H lode = f dn. (12.5) 
Hu, v) -uHvt vHud H(Hu- Hv). (12.6) 
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BS RN UR E ET EM LA LCR) (p>1) m HR) 到 
H'(R) (E & S mm 3T. + 
Jé=(1-02)?, r-(-2), I-I'-Ha,. 
EAR BET, ZRT, B- AB-BA, 特别 ， 
[7*, f19 — J'Cfg) — fJ*g. l 
如 下 的 引 理 可 在 [134] 中 找到 ， 
引 理 1 RA RRA O R, HAE, WERF, 
4]2, RH L(A LR), 有 
ILE, Alfelo<Of filo, Vf€ LAR) (12.7) 
其 中 常数 O 仅 依赖 于 A’, 
附注 工 HERA, A]f-[H, Alf.t+ HCA'T), 即 可 推出 
{ 五 2，4] 在 L(R) LAR, 
引 理 对 任何 sSER， 存 在 常数 0>0， 使 得 对 一 切 &E 
SCR") Ol FRE ERX) 和 JE BH (Rm), 有 
i [J*, ólflo«O[ó! sitall flat. (12.8) 
5183 dio, b, cC R BB ac, b2=-c,6+b>0, Ha4-b—o 


Tp 则 对 应 关系 (J, g)> 9 AM HR) x ECR) BAR”) 


的 连续 双 线 性 形式 . 
3184 dsl MERRET s 的 常数 Oh, 使 
MS, djulo<O[P’|ajuls+. — véeSs(R) (12.9) 
证 明 — 4 v— (75, ó]u, Wl o TEA 


TORA (te) (499 5áGyay. 
FERKO, fi 
[6(e)| <0 |" to) [os-yll$e -| 18) 1 ay 
+0 f| Gry) lo-yl $e HG? do. 
4 &(2) - lzi $lel, = [iC], WH 
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UT si JA 1201.3. 
注意 到 IA]. "Ho wie lulo Wie 
[Atwoli wo 
«Al. lvl, = 141. ulus. 
JR s>1, 可 得 
tolo<ellp’flellectlsr. 


定理 1 对 于 任何 wwE 瑟 i (其 中 n=2, 3), HED ARS 
(12.1), (12.2) ff v, 使 得 对 任何 四 >0, 有 


veL(Rt, HICR))N Loa(0, T; HF (R)). — (12.10) 

证 明 did. ROR TRINA ERR, RH (x) 
OCR). bl (ww) dex A(R) GRRL, Bk ECR) uo > 
to, & ty RAAB (12.1). 具 初 值 wy 的 光滑 解 。 从 [15] 中 可 知 
|uC, he 是 关于 # 一 致 有 界 的 , HR DUR B F Dueh. 因此 


lets, Dl 是 关于 了 和 # 是 一 致 有 界 的 . u; HE = ja] Lo(0, T; 
HRA j 的 一 致 有 界 性 将 被 得 到 ， 以 下 证 明 中 我 们 省 略 了 
Fis. 

BeBe 2, (9.03 c BSP, R puen 再 在 民 上 积分 ， 


经 过 分 部 积分 , 可 得 
i 2 m putda «^ $'u, Husda + 全 $us H Preda 
e E $us (uu) da, (12.11) 


D H ô: 作用 于 (12.1), BRU Hus 在 恨 上 积分 ， 经 分 部 
积分 , 可 得 


1 d Te 25 Mi é v 
Ta 三 P Hu, dz -[^$ Hu us da 一 | Pure Hv ,da 


iue n $Hu,H (ute). (12.12) 


(12.11) $0/2.12) fiin, 得 
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2 | E Plus i (Hue) lde «f dus Hus dao 
= tee $ Hui, dz 
j =| ie dus Cui, )uda — [7 $ Hu, H (uuo) «da 
AUS | E Qu, (uto) da J M Hu,[H, $](uu,).do 


一 a| pudet [^e das |  H Ual H, $] (uu) da 
T f di fu usu, (12.18) 

对 于 等 式 (12.13) 右 端 最 后 积分 项 , 经 过 几 次 积分 , 可 得 
-fT dunda /re f" gao- pre 
(12.14) 


另 一 方面 ， 
[desde — ftre (unig) do” dus, H (uus) da 


+5 te $'udo «p pul Hu) da 


+ 全 Pusl Hus) de, (12.15) 


利用 和 希 尔 伯 特 变换 的 性 质 (12.3)~ (12.6), 可 得 
fT du(Hu)'do- (77 nidora [7 bus HE Qo Hua 
-f7 $uids —2 f. H (Qu) us H u,do 
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= f puida- [7 IT Pete ude 2 f" ds (Hue) ão, 
(12.16) 
因此 , (12.15) 变 为 
-| 中 beieaaG2 - 一 INC: (uu da -2 人 puu H (uu, )do 


c ee p'u? Hu,da 
ds di EE v deus f. TM 
[^7 duCHup)tods+ 3- f" dudo 
-3 | LH, Plie’ teE updo, (12.17) 


由 (12.14) 和 (13.17) 可 消去 | uzda, 得 到 一 | puuete 
达 式 .出 412.13) 可 得 
id [euge -Hd 
+ 站 $e Husa [77 Y Hugttesda 
--} ie dida a 3 $'wda — 9. d "d^ H (ut, ) da 
-i cS p'u Hudat "3M ©” uida 
E I d/u( Hu,)'da 
- $ | dui H Qnu)da-- |^ HuglH, $3 (ete) dn 
== ju, Plus’ u,Hu,de., (12.18) 


BRL 有 | 
[ ButH, 6] (ug) ee Cuello Owls), 


4$6E op BE SX x^ 


利用 索 伯 列 夫 不 等 式 
TINEAPIEITATA (12.19) 
再 利用 引 理 1, 有 
-5 [n Plus uH uda 
«3 |E, $vel Mul 
«1g, duo CE, dus Fu 


0 1 5 
<j lvo |? uel? <0 Cula), 


因此 , 12.18) 右 端 较 于 界 OC] voll). 
(12.18) 左 端 最 后 二 项 积分 可 写成 


f "dus Iusdo- [^ d'HulHu,de, (12.20) 
其 中 I-I'— Hey. 对 于 (12.30) ,我 们 只 需 估计 其 中 的 一 项 ， 另 一 
项 可 类 似 处 理 . (12.20) 的 第 一 项 能 写成 
[tres ros Judar ( rns yudo 


+o 1 4e 
-( Le Gu ydo + f ual I-J Jusko 
+| “sld, $’]ueda 
á f us [J 3, p) J udo. (12.21) 


Hy fG)- 12] - (1-2)? € L(R), BibL (12.21) ; — A 
X3bOlwli«O(Qu). HIRS (12. 和 08) 右 端 最 后 二 项 积分 也 


是 有 界 的 .因此 , 从 (12.18) 可 得 
4 £ M p| Gra - 5 Hut ulda 


十 J ii $' (Cd 5,5? (JË Hu,)*]dx<O(|uo]a). (12.22) 
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(12.22)x} t 814, (C [0, €, O-<E<T, 有 

f, e tatur (Ele) "hdr dt 

«or-i fs [e+ Gu y 3 Mutt ulda " 
因为 多 和 je 由 tfj RAR, 由 此 推出 , (3 充分 大 ) 
hs $T Ëu)? + (J3Hu,)?]dzdi«Q, 
其 中 常数 O DUKE T A mls. RS, 可 得 
J: f. (J*u,)*dzdi«Q, 

ROBA UT TR Alul. 因此 n=2 时 定理 成 立 . 


现 考虑 n=3 的 情况 ， 以 J3 作 用 (12.1), HJ OT u, 并 在 
只 上 积分 ， 分 部 积分 后 , 得 


i [certo estar tas 
de A 多 
ef er tied Huda 
P f gs ust (uu, )da, (12.23) 


WJ? H (o T (12.1) B, HRL EJ Hu, 在 只 上 积分 .分 
部 积分 后 , 得 


il fT gutujo -三 PJ 3 Hud tude 
Te 8 8 
-f OJ He, Jiu, do 
ds -fert Hu SH (uu,)da. (12.24) 
(12, ae 2.2048, 得 
i$ afo $L(J 2u)?-+ (JH w)?]de «J^ pJ? ul? Hud 
i02 


EPI 


(64 ab NL eo Mb on 


bue RB 8$ 
- [7 erat Ber*uda 


zd ; 2 "e 3 
- - (rur Cv) J" 45 Hurt Buda 
e 1 » g 3 
- -a[ pI? vaste e| 7 75 HulH, $17? (ole)da 


一 co 


Teo + 
—2 f 7" dun, Juda —2 f. du (I— J untae 


42 f B dau He s. (12.25) 
SBR (12.26) A fig Jte — YT 3 Ri, 
2 gn hue geod 
-—2 I $'u*uida- 9 E Js duvide +2 | $'uu, Hu,,da 
«27 pudota [7 Gutter Eu da, (12.28) 


SEK (12 . 26) Z3 3 Jei — DUI 
2 [ow E Ugethe -- 2 NEZ uH uu uude— 2[^ dun Mes H (Ute) do 


1 Te x +2 
21 ! (Hug ?ds-2| du Hu,H (uu,)da 


[is (Hu,yda 4 2 IN (Hu,)*d 
ae z 7P) a ng u e) OD 
+00 

二 | duiBuda- f” ut Huda 


-9 | Bu HusaH (ut), do (12.27) 
其 中 


+00 +o qoo 
Lr $ulHu,dc- —2 I Q'uu, Hu do +f" d'u uzdo 
d te 
ere f pugio 
= i puude- 2 Iz Ulea Hu,.da., 
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上 式 代入 人 12.37), 可 得 3 [uttered i BR, ATG 
f. Puuste Hirss 的 表达 式 , 于 是 (12.25) 变 为 


i E | pr JÈ)? + (JEHO = 3uu?— ul Hu, de 


+f gs? «Hugo |" PI? HuJ*u, da 


= -3{" hu udo— a Quis, Toao-| $'uHvu, H (uu, dn 


343 duu, Hu, y de += 1 TIK f'u2H udo Ty ^ ur duubdo 
^ [Ze p (Huda du, Hu,H (stig) do 
e 
+ 全 juu, Hu, da -f7 d'ulluu da 
-2 E duu, (I~ J)usgdo — [ ditus H Qvo, da 
+ Í ^" JHu[H, b]J? (au,)do+2 J FF ulJ?, d]uu do 
7 ilt (12.28) 
(12.28) 右 端 第 一 项 至 第 三 项 显然 图 于 界 Oluli<O(|wolls 3). 


《12.238) 右 端 第 五 项 有 界 ， 
O [us E O| uui <Oul]i<O (eels), 


其 中 我 们 用 到 了 H"UÜÓ(R)-QLUÁS(OR). Bop, 我 们 有 
[^ Huus Hu, do — es j'uHu,u,, da 
<Ill ¢ I p’untel le |PuHwells). 


由 引 理 8， 这 两 项 可 估计 为 
o lu la Pull usa + Ipul l Huel) 


«C, u]s«O(Cuoll a), 
2 a 


再 由 引 理 3, 有 
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一 af" dui I — Ju, da — i Gul (une) Hu, do 
«O]ulsU Puteli + 14H (uue) la] 
T 2 z. 
<0 | ufal :pa ise la (puli | E Qu fad, 

T 
因此 déuli- pdot [hut das de ul. 
于 是 ， | 

-9 | Ë du (E — J)us do J^ duH (uu) Hu, da 
<O jx 3<O(|woly). 
2 2 
由 引 理 1,， 有 
I Jt Hw:H,d]J* (uu,)da 
«Olvt EH, AIJ? (uuw) fo 
<O tu] le? i; <O lul} Cl). 
由 引 理 4, 有 
a PT JË «72, d vade Ot J ulol 74 Juuso 
«ela old's 1T? Guo 
«O[uls <OC] aol a). 
T * 


因此 , BA (12.28) 3] f 
4j. 4050n moy sat «(Huy Me 


+ 六 oo? ur ade f" pI? Hud bugde<O(Iwly), 


(12.29) 
《12.29) 左 端 最 后 二 项 可 类 似 于 n=2 的 情况 作 如 下 估计 : 
EAL ST? or aim sed - «Ire ds 


105 


[tarot armar eso (lg), 

Pid Pilula EORR LAM t AS, DALE 0, 0.0 tT) 
f. i PEJ u) + (J Hu) ]dedi<O, 

其 中 O RKB T. $ ful. G HHA), WH, 选取 适当 的 内 


f [ra did, 
定理 证 毕 . 
305 BPSREKRRTH MMA. 
Uy tte += Ue—Dieg=0, ulg, 0) —ug(a), (12.80) 
其 中 
Tf(z)- -高 cth [=D Jucy)ay. (12.31) 


Jj E (12.30) 在 描述 浅水 波 运动 时 《3->0) 将 归纳 为 Ka V 77 
程 , 当 在 深水 运动 时 (5 -> oo) 归 纳 为 本 杰 明 -小 野 方程 。 显然， 有 
如 下 引 理 : 

引 理 站 对 任何 5>0, VEER, 有 


— 4 tarle <ar coth (2x08) «2-21. 


附注 9 从 引 理 5 可 知 , WE Hol SRT Pott 0.23638 
一 个 零 阶 拟 微分 算 子 , CE ERAR. 
定理 8 (i) Rs>F MO<T<oo, duco, T, A(R) 
HR (12 90) RIE uola) EHR) BRI WA | 
u€ L*(0, T, ui (R). (12.32) 
(ii) 设 wE HF, n2 x 3, 则 存在 问题 (12.30) 的 解 
u€L"(0, T, H*(R)) N LO, T, HER). (12.33) 
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证 明 方程 (12.30) 可 写成 


ty + uu, — Hus Lu, (12 .34) 
其 中 
L-T9i3-0,— Heh, (12.35) 


idi 3, TA Lore R THER, 
» Heb WIEBE, 有 


T 
Ej 2 s H 78 a 
LL etur e armatas [7 diu Huda 
= E. pT Hul uda 
l a . | 
a-a hT dmn) de C [^ BuU, G) (uu, do 
T9 4% . 
«| GF ud Luda |" QJ* Hand H Luda 
TU +œ 
- -af : ÓJ*u[J'*, u] udet | dul J uy do 


十 ca 4e 
«[^ dus (Tru)? [^ J'HulH, $]J*(uu,)do 


, + 二 $us Judo | $J:HuJ!Hlude, (12.36) 
出 引 理 1. 引 理 2 和 五 的 有 界 性 ,可 知人 42.86) 右 端的 一 切 项 都 图 
FR Olula. 


() 类 似 定理 1 的 证 明 , 相应 的 (12.18) 式 和 (12.28) 增 加 了 
RART LKI, 3x en a FA [uod 7-2 或 3)， 因 此 定理 


mar. 
史密斯 (D. R. Smith JI 88 RD GR 
Uy T Uus + Dv, — 0, (12.37) 
其 中 
LECE) =PO, ^ P.£)-2z(/1-—£-1), 
类 似 于 (12,3t), 可 把 方程 (12.37) 改 写 为 


at; - uu, -- Huu,— Ku, (12.38) 
注意 到 on + 当 gl -> oo 时 有 界 ， 因 此 32m'&' 一 P,(8) 是 有 界 


的 ， 芭 ,为 寒 阶 拟 微 分 算 子 , CER) PHARRY, AK, 我 
们 可 用 如 同 中 等 深 变 长 波 方程 的 方法 来 讨论 史密斯 方程 初 值 问 题 
HRR Ga DE, 
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第 3 章 


某 些 非 线 性 演化 方程 研究 的 新 结果 


近年 来 , XEJEZRTE an TT SRE RES KV 方程 等 
非 线 性 演化 方程 进行 了 系统 的 、 深 入 的 研究 , 其 中 包括 整体 解 的 存 
在 性 .唯一 性 .正则 性 、 散 射 性 以 及 解 的 破 桶 问题 ， 取 得 了 一 系列 
很 好 的 结果 ， 限 于 篇 幅 ， 本 章 着 重 介绍 一 些 令 人 关心 而 重要 的 结 
果 ， 本 章 内 容 可 参见 [18]、[129j] 及 其 参 潜 文献 ， 


$13 ERERAFRRERERED TE 


考 典 如 下 的 非 线 性 波动 方程 
Us — Au+ f(u) - 0 (18.1) 
MAREE 
in ~ Aut fiu) =0, (13.2) 
这 里 , 对 于 NLW 方程 (13.1)， 设 f(,R— ROSE, (0) 
=0, F'(s)- f(s}, F(0) -0. 对 于 NLS Jr RIQ83.2), f(s), C 
C HERR, f(0)-0, fw 共有 形式 fiu) g(luiDu, X 
H g(s) Yu Sc RS FQ) =G(|ul*)/2, G'(s) =g), sCR, G(0) 
=0, 
易 知 NLW 方程 (13.1) 的 能 量 E(w(2)N 
E(utt)) - f[3 t Vul +F) jae, (18.8) 
NLS 方程 (13 .3) 的 能 量 EQu( ) 为 
E(u(t)) -| 车 ' Vu| ?+ P (u) Jas. (13.4) 


我 们 定义 两 个 希 尔 伯 特 宝 间 ， 首 先 , 能量 空 间 为 ; 
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X = 万 1X Lo MT ,NLW(13.1), 


X-H!, 对 于 NLS(19.2). 
其 次 , 我 们 定义 

X2=H?~x Ht, Xy NLW (13.1), 

Xa- H2, XT NLS(13.2), 


我 们 用 以 下 符号 表示 : LP) HABER |ul,1<p<co), KEIR 
空间 WR RAE 
Iu fom Z f luco ds, 
H'(R)-W*??(n»). 模 
T ZODI ) a 
RAR L,(L,) = LG DT)? WER. WRX RUSS, 则 
OQ(X) 吉 示 取 信 X 上 对 t 为 强 连续 函数 的 集合 、 我 们 有 
ELM) 考虑 NLW 方程 (13.1) 和 NLS 方程 (13.2)， 
= F(u)>—O}ul? (13.5) 
对 某 个 常数 C 成立 , 且 
| F(u)/ fu) |> eo, | 一 co (13.6) 
则 对 任何 初 值 E (u(00) oo, uO)E Lo, T£4E— T 3E u R 
> X(NLW 或 N]S), 使 得 
o E(u(t) « E(u(0)). YtER (18.7) 
PRHE- PED SIE, 条 件 (13.5) 是 一 个 不 太 好 的 条 件 ， 
条 和 件 (13.6) 要 求 了 (wu) 关于 的 增长 慢 于 指数 ，|w: oo. AF 
NLS 方程 ,我们 有 .uCt) lasle) l 当 条 件 (13,6) 稍 为 加 强 时 ， 
可 得 到 等 号 . 
定理 工 还 可 作 其 他 假设 ， 例如 , 对 于 NDS 方程， 我 们 将 条 件 
(13.0) BRA E BHA 
F(u)>—O|u|?—Ojul*, gei. (18.8) 
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对 于 NTW 方程 , HE RE C3 50, (18.6) RE OS E IE 
uf (uw) 0, (13.9) 
B 3.9) n pfe 020, 且 在 无 穷 远 处 可 急剧 增长 ， 例 如 fx) 
—ue". 
SQ ARES) 对 于 NLW 方程 , 设 满足 条 件 !13 .5》 
对 于 NLS 方程 , 设 满足 条 件 (13.8). 设 FEC, E 
| f(a |<O(14 [vr-), O0 (18.10) 


xv 


| P (1<p<co, n=, 3) (13.11) 
则 定理 1 AGREE MEA), EAR EE ROX, BE 
E(u(t))- £iu(0)), ER, 

MP NLS jh luel- lel, 增长 条 件 是 否 为 必要 条 件 
目前 尚 不 清楚 、 对 于 解 的 正则 性 , 有 

”定理 8( 瑟 ? 解 ) 设 记忆 满足 如 同 定理 2 的 条 件 . 如 果 初 
Hul) EX, WEEE HKEE Xo LEER 

u R- Xo, 

现在 简要 叙述 定理 I~ EM HEN ASR NLS HR. 

(13.4), 有 


FJ Vel? de= Eco ~ {Plas 


l«p«lic 


« E(u(0)) +of lu *ds 0 [Iu] de, 


上 式 右 端的 第 一 、 第 二 项 为 常数 ， 最 后 一 项 用 索 伯 列 夫 播 值 不 等 
式 , 有 


Jiwisan<o([tuitae) T (f ive}? da yes 
对 于 极限 情况 q-1- iu 


J uar<(| ude) | [Vu] qr), 


ul 


由 假设 gt ape a D CD ca, pri! vu ae 
和 [Fonds 有 界 , 由 此 可 得 定型 工 的 结论 ， ETEMA, KTM 
一 性 的 证 明 , 为 简单 计 , 将 条 件 (13.10) 换 成 
fui |<O u 97, (13.10) 

Hu, D oe, O28 NLS 方程 具 相同 初 值 的 两 个 解 ， 则 它 

们 的 差 满足 积分 方程 
u(t) -o =i, Da 一 TCFKete) - fo), 

其 中 Volt) m exp( id ER UL RORIS HEU AE T. LARA 
取 Lra RYH 8 

Iu) — (Lus 

<O [ Uo rar Fue) FOE) loea 
HP IA in HRAT AML, BL WH. 利用 LL ih 
it 


» n ; 
[wu (D | 143, S08" THE | Uta! pas, 


可 得 T 2 
POREO in <Of (—) 7 (luce) its 
+ ota) USD ute) — olr) lodre, 
(13.12) 
其 中 
ge’ ptt (13.18) 
"n p— ] 


出 假设 (18.11), 7272, 因此 (13.13) 中 积分 核对 时 间 局 部 可 积 ， 
另 一 方面 , MERR MAI LOTA u vE LAY L (Lai), 
因此 有 

sup u(t) olt) [sa OT sup, |u(t)— ol) loss, 
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1-2 


Bit, SOT? <i 时 ,vw( 办 =v(t)，tE (0, T], 重复 上 述 证 明 过 
程 , WA ume, CIT, 2D]. Aw, u=), vero, 
定理 3 的 证 明 AA o-u- 满足 方程 
£v — Avt f(v)i —-0, 
其 中 
iC sas xf U.G-v)Lf(w(v))]de.  — (18.14) 
这 里 v(t) e Uo(£ (0), 由 (13.10) 
| fuii «O0 iu ?71|v|, 
因此 , h (13.14) fE Deis titt, 有 
ie — es) acO (e-r) uC) Babi eC) lon de, 
因为 vo VEL" (Lys), 我 们 有 
|e(0 15.0 tof (1-97 lola) Eos ds, 
这 个 沃 尔 泰 拉 (V. Volterra) 积分 推出 至 少 在 1 HARKE, vE 
L'(L,)., 
现 考虑 线 竹 方程 初 值 问题 
iu—Av=A(z, D, vla, 0)=0 (18. 15) 
的 解 。， 如 果 加 满足 (3.11), r d (13.18) Z& E, 下 面 我 们 要 证 明 如 
E h(a, t) € Li (Logis 则 
ecO(I). (13.16) 
为 此 , 记 (18.15) 的 解 为 
v) = f Ust A (ds. 
对 Uo f£ Los L, fiit: 
w(t) i= (v(2), o) 
= |i f Tot- hc. Bo) dv do 


t oct 
<0 ial, le —|-**ih(v) [gre |A(@) | gina do 
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be ^HVP. 
因为 之 244-144 ， 这 就 证 明了 《13.16)， 对 函数 y= 和 及 = 
M asia 因为 
LAP d Ou pr! O'n const, 
因此 及 EL” (L1). 18.16), vCO(Ls;). 
其次, 我 们 注意 到 iB 
Iuli | - au f^ 
= Au 了 十 全 Re vu, fuu) ele 
ES un (£6 PRES Jl [8] BR, 2 
[Auli<o e eat ui! By 
«0O4O|yu 54«040|^u|F * sulg, 
BiXvcccmosm 4/r<2, WM Aul 的 有 界 性 , BI ula AR. 
定理 入 的 证 明 〈 证 明和 解 的 下 的 性 ) 4+H=-O( A), f= 
LWY), KB r [8(13.18) Brjg, TUE, 只 要 证 明 积 
分 方程 w 一 如 十 -4Y 了 可 解 , 其 中 w(t) = ote, p=u(0), VFB 
2 T 
Wut) -让 Uolt -r) ful) jdr. 
an BU FE E f uE R, 有 
lN tlle sa Orle alulra. 


类 似 地 , 取 空 间 方 回 的 导数 
IVI u(t)] | saa 


<| IUS (E) vase [VEC] lors ds 


«oa |’ [t-01 uGe) El aCe) Los de, 
E HE 03H. : 
(VM tle paa SC kul ipl Velp. 
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ze; 


因为 HCE 有 
Low rs Or ule, 
男 一 方面 , 从 估计 (13.16) 有 
hA ulo Oy] FO) cry 

«ox fuco piae) 

«Oxzlu|lZ alle ost, 
上 式 能 置换 ”” KEK r. KH, 微分 算 子 满足 

VN ulea Oo] lle osa 
因此 ， {Vulae<Op| ule? hulle. 
& G@=C(L2) N E, Gb), WW Nu- Vo it 
LA uA vla lules iovis) luota, 


(13.17) 
KH, 470 时 , G0, H 
lula s a4 50lel 及 lul= lola 
的 播 值 , 可 得 
[alle pre! pla, i<p<it—t, (13.18) 


lap * €x 
由 (18.18) 可 得 buolaos C plis. $ R—20|p|;.s, WX T Ht 
小 , DRE uuo + Nu 在 完全 度量 空间 {wEG: fulan SB} ERE 
HEB. XA RA ASR, BA T E BAT pf At 
R. BU u0) 89 TD 模 是 有 界 的 , 我 们 能 重复 这 个 过 程 ， 具 有 初始 
RJ Ai T, 2T, =, 一 直 扩展 到 (0，ce)， 

定理 1 的 证 明 we NLS 方程 满足 条 件 (13.6) 和 (13.8)， 对 
于 充分 大 的 u, 我 们 采用 截断 非 线 性 项 u) 的 办 法 ， 设 对 于 有 界 
Ryu, flu) — BORAT flu), B. f; GOWE E (13.10) 9118.11), 条 


件 (13.6) 和 (13.8) 对 f, 一 致 成 立 ，、 对 于 固定 的 J, EAE A, 
LIS 


存在 方程 
i2; — Au, fu) =O (18 zl 9) 
HS uw COX), A 
f4 ivu, (up Mao [E v Fin) as 
« const (13.230) 
与 + 和 j TGR. 
fiut de= [wol? de, 
如 前 面 所 证 , 假设 (13.8) 推 出 w; 在 H^ 中 对 上 和 了 了 一致 有 界 ， 因 
此 , HARSH, 推出 存在 一 个 子 序列 ( 仍 记 为 uig 
uu Æ L(I P 98 * 收敛 ， 
这 就 充分 证 明了 (18.19 ) F RERS BU Sod OX PE, 困难 在 于 证 明 
非 线性 项 方 (ao) 在 某 种 意义 下 收 伍 于 fu). 我 们 将 证 明 它 几乎 处 
AAR. 因为 EBE La(B) 中 是 紧 的 , 其 中 BCR 是 每 一 有 界 
集 , 我 们 需要 时 间 方向 的 紧 性 ， 由 (18.6) 和 | Fu) az 的 有 办 


性 , TASUDE L (L+) PERAR, HREM 
Oyu; = Au; — f(uy) 

在 L"(H7-- DL) PAR, HAR. P. Aubin) 紧 性 定理 和 对 角 线 

选取 法 , 存在 子 序 列 


uu, JL 处 处 ， 
BT 


fi(u)f(u), JU AE Ab, 
3x 2 3148 DET ZI RESUME, 3» SES R X REC OLPE EP YEA 
义 下 成 立 ,这 从 几乎 处 处 收敛 , REB PES XC (I.P. Egorov) 5| £i, 


fr ude 的 有 界 性 和 假设 (13.6) 得 到 , 因 fi(u) 9 fé) AK. LB) 

BRR, 其 中 BCR 为 有 界 集 ， 由 此 得 到 lim u; = u W Æ NLS 

方程 ， 利 用 弱 极 限 和 法 图 (P. J. L. Fatou) 2| 88, $A (18.20) 
tig 


推出 不 等 式 Bul) KEG) Bi u ESET AW JE E 68 
f. 

现 简单 地 叙述 对 于 NTW 方程 的 证 明 .。 首先 考虑 在 假设 
(18.9) 下 定理 1 REA, IEB FOS, WAERTE. DHE 
出 [Vele 和 2al HAR, 四 此 lul EARN AEA R 
的 , 如 同 证 时 NLS 方 程 那 祥 , 以 f, 近似 f, BEI Silu) FOO JLF 
处 处 ， 因 不 作假 设 (13.6), 就 需要 新 的 方法 .对 us 利用 等 式 
EE fias] = flh- | Vuj — uf Cu) ]de, 


可 以 得 到 Seren) dz dt 在 有 限时 间 内 的 有 界 性， GAM BBR 


SIZE, 推出 f;G0—f(uMK Li B, ¥ fh GE BA A dj. 
对 于 NLW 方程 , 定理 2 和 定理 3 的 证 明 比 对 于 NLS 方程 更 
困难 ， 困 难 来 自 TR RT Ly Leg Heit, HE g- (1 
8707, psi +, HF NLS HB, 没有 这 个 限制 . 
NIE EEG JINEN NLW 方程 解 的 唯一 性 ， 事 实 上 , 设 
u 和， 为 NLW 方程 的 两 个 解 , 则 有 
lut) - «( lao -Dor uw) La 
+ lol) lra) |u(v) olr) ladr, (18.21) 
EL EN 
(18-2) ERA — Ls 模 ,第 二 项 取 Le 模 ， 第 三 项 取 
Le 模 ,其 中 二 8-1=1，B==《n~2)[2(n+2)(p 一 1)]-， 我 们 
能 证 明 解 woE Las (9), o(1— <1, 因此 
lu(£) — «(£) | «<On(sup!u(r)—0(#) |). 
34 T0 时 , 0,0, SX AE TF AYE HE, 
ME HERS PIERRE fiu) 为 任意 增长 的 情况 也 可 能 成 立 . 对 
于 NLW 方程 , 设 f(0) -0, FEM, FOR uo WHA, n=3, Bi 
Tr 


dnfoo-e—1, TUTOR, GRR, 事实 上 
fia)>-A, vu€ i Evo 和 2 分 四 满足 方程 
(@—A)w~0, 《8 一 AD 和 一 人 (@—A)w+ fio) -0, 


(13.22) 
设 w.v.w 具有 相同 的 初 值 , 则 ww 满足 积分 方程 
Wow f RG) f ul) de, (13.23) 
(1) - w(t) +f R(-s)4A ds, (18.24) 


w(t) c wlt) - f RG- Fed, (13.25) 
其 中 Reo Hk BA RHRS GM, 03.29, (13.2040 A B 
定义 , 我 人 有 v<w， 因 此 fu) « f(v). 由 (13.28) 和 (13.25), 有 
>w, A, ww 和 VV 对 一 切 ZER3, ER RE, B u NAAR 
有 办 ,唯一 性 .正则 性 容易 得 到 . 


对 于 如 下 形式 的 NLS 方程 
i= Auti u|u, ER, cER” (13.20) 
ute) — ula), (13.27) 


其 中 HER, AER, 可 以 证 明 它 的 Le 解 的 存在 性 , 有 如 下 定理 ， 

定理 和 设 1<p<1+ 健 , 则 对 任何 wE Le (R") 和 加 ER， 存 
在 问题 (13.26)、(18. 知 ) 的 唯一 整体 解 w(), 使 
u(t) COCR; LR) NN Ei (R; Dyia(R”)), (13.28) 
u(t) = U(t —to)us — à ; U(t-3)f(u(v))dv, cR, (13.29) 
ect) | ccm = toll zai» tER, (18.30) 
其 中 了 ~ PED, Uwe, fle) Mel (EC), (13.29) 
中 的 积分 为 H-7(R") ERI HACS. Bochner) #4}, 更 进一步 , > 
RC) 其 中 j=1, 2, +++) Al uo (E48 uo; uo € LR"), toy uo, 4K La 
(R')u( >00), BE wu (G2 f wt) Ay (18.20) 2- BABE wy (to) = uo 
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Hil uto) = we 的 解 , MRE WEE A 
u(D ues 4& DaC n) BE ; 
考虑 NLS YES RR AR, Enc23, QJ 77 
B KIRE OQ, ARAT FP E X TL a 


du- Aufl u u= 0, EN, t>0, (13.31) 
ula, 0) uls), El, (13.92) 
wg=0, 17-0. (13.88) 


这 里 COR CB E EG wo 为 给 定 的 复 值 函 数 , 有 如 下 定理 ; 

EED 设 m 为 一 整数 ,2 和 3， 如 果 满 足以 下 条 人 竺 : 

(i) O RIRE L 是 星 形 的 , 即 Q^ 是 含有 原点 的 有 界 区 域 ， 对 
FE y COD, 有 

vC) <0, 

其 中 wv(y) 表 示 在 yo OD 上 的 内 法 线 单位 向 量 ; 

Gi) 存在 实数 7 闪 2 使 得 

We) = 2 F(w)—nfiuw)wsyF(w), Mao ze 

其 中 Fw) = [ fioe; 

(iii) 7«0, Fiw):20, Ywl; 

(iv) 0< «2, 


+2 c 
— Qu < F (w)« Os; wr? +w), Vaoz»0 
4 
其 中 ?> a 
(v) Y-2, 
E at? 

—Quw " «F(w)« Ow *; Yw 

(vi) f(s) € C, sc [0, oo), 对 于 ppn249 

| Fw) ! << Ow??? + Ow, VYw=0 

12 Ther) 
If’ (w) «Oso E+ Ow, Yao>z0 


fi~? 


| f"' (wow 7 + Oqu T, 


iy 


(vii) 4 Y2 1f, 


4 à al, n=3, 


pi DEEA n= 1, 2, 


cod 
pi a-gp! 
其 中 05-2, ALAR it [uols, 
则 存在 正常 数 5， 使 得 对 和 任何 usc ANAS, |eltoE EL B 
Juole<8 Bj, 初 边 值 问 题 (13.81)~《13.33) 具 有 唯一 整体 解 
uC O([0, +); HN HY NOCO, +2); L). 
定理 6 os 为 一 整数 ,> 豆 . 设 SCO™, 满足 定理 5 
条 件 (ii), AS pomp. > 1, 
| (ww? «Qut. Ont, Vuw20, m=0, 1, «+, 2k 
设 满足 定理 5 条 件 {iii)、(iv)《Y). 设 当 ?<3 时 ， 
9n 4-23" (Ak —n) 2 
Fab n) mex |g 1) 
2n4 A" (Ab —5) 2 
aak n) max | 2, 1}, 
HP nes if, 2 = Inin); n=2, P 为 任意 实数 ; n=1, T= 
ce， 则 存在 正常 数 5, BE ff uo CHIN A™, Loe Bi. (其 中 
j=1, 2, ++, k—1), lalmEDe, 县 eols<3， 存 在 初 边 值 问题 
《138.31) 一 13.93)》 的 唯一 整体 解 刀 使 得 
v€O([0, +20): H?* f) H) 1G" TIO, o0); WaN Hi), 
对 于 高 维 的 NLS 方程, AARAA (O. Besov) 空间 和 索 信 列 
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P> 
47-25, 
po 


夫 空 间 之 疗 的 嵌入 关系 , 作 更 深入 细致 的 先 验 情 计 , 得 到 整体 古典 
8. 


FBT ERE EAE 
du,— Aut f(|ulu-—0, (13.84) 
u(0, z) —uc(2), (13.35) 


其 中 £= (1, Hay tt Ea ER’, IER, 
EEG 设 6<n<9, p 满 足 


1«pc 213 ?3 


BEEN, b , bea, f€O*"(R, R); f(005—-0, RSHAR 
f 


[42/270 (s) | <08, sCR,, k=0,1 
[s5*1/2 (s) | oO， Vsze1, k=2, 8, +, [s] 

H 
F(s)= | Flojda > — dst, VsC Ry 


其 中 O, HERR, TER, I«ccia d. 


SUSE ucW**(R9,487)8/(13.84), 13.85) 具有 唯一 解 
%， 使 得 
ue O° [0, co); W?(R")) 1 O'([0, 95; W*-7(R")), 


推论 8 1052, WERA C 的 假设 下 ，w 为 初 值 问题 


(13.84). (13.25) RAH PARE, 

WT l<n<6, BRE (13.94). (13.85) BAA eI: A 
用 对 时 间 i USAR RAS MAH, xcu piis s8 6' 的 结果 推 
广 到 9<ne1l1l., 

对 于 高 维 NLW 方程 , 利用 类 似 方 法 , 可 得 到 类 似 的 结果 . 

现 来 考察 NUS 方程 各 NIW 方程 解 的 破裂 (blow up) 回 题 . 先 
A NLS 7; 8 (13.2) RE ula, 0) =p) F R. 我 们 有 如 下 定理 : 
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定理 9 设 
uflu)< (91) PD. VuER (13.86) 
WR E(p) «0, 则 不 存在 NLS 方 型 (13 .的 整体 光滑 解 (“ 光 滑 解 ” 
意味 着 充分 可 微 各 在 无 穷 过 处 充分 小 )， 
证 明 利用 拟 共 形 等 式 
[x zu— itvu|* 4PF (u) |d2= — 2t 人 coam 
BP blu) =af(w)u-An+2yFu), RIT 
Ff jte ul? tte La (uvu) +8 eldx= — 4t |k(u)dz, 
(13.87) 
其 中 e= 豆 JYui?+F(e)， E(u) = je do=E(p), RB i Ik Æ 
换 的 恒等式 
s [vIn u Vu)]dr- — 4E— fe cods, (13.88) 
RAB (13.87), (18.38), 可 得 
Ze iwi? dac SB OL at] 
= S [79 feuar], 
上 式 可 改写 为 
g [riw dz 1624 [s (udo, (13.39) 
HAAS. 86) MHRA Bl <0, 因此 
fr lul? acie Ee 040. 


对 充分 式 的 上 是 负 的 (五 <0)， 而 这 是 不 可 能 的 ， 由 此 定理 得 证 . 
条 件 (13.86) 能 和 存在 定理 的 条 件 (13.8) 比 较 一 下 ,对 于 f(w) 


= [uju 03.8) R p1-——, M (13.86) MMR pom +E, 


22 


对 于 NLW 方程 ,有 如 下 定理 ， 
定理 8 设 
uf i) « (3-8) Fu, vuCR (12.40) 
WH o> 0, 如 初 值 满足 E(p)e0, MARETE NLW 方程 (18.1) 的 
整体 解 ， 更 详细 地 说 , 如 果 uecOQo, Th X), Flu) hit uf(u)€ 
L0, T) x 27), E«0, B (13.40) far, 则 T<00, 
例如 f(u)-m^u— lu Pu, m0, WET] poi, (19.40) 
成 立 RR f ule day [ul + (ve mude B, UE JE 


负 的 . - 
在 定理 8 中 , 假设 妃 < RE Be RS eH: 


in E0,.5 fut ory 28 eas]. . (18.41) 
定理 8 的 证 明 由 伸缩 变换 , 可 得 等 式 
人 [过 fe *dz] = [d vel? wf Cu) Me. 
Se 


(2-182) feas EJ Yul? de+[[(2+4a)F(u) 
—uf(u) ]dxe—(2+40)E, (18.42) 
Se IO) = Late, das 人 ,由 假设 (13.49) 右 端 最 后 二 项 
为 正 ,用工 乘 (13.3), 并 忽 路 梯度 项 , 有 | 

(0 IU" (2440) B) > (+0) [dee utn 2) C7. 


&H(-I()-E(tiv)?, Bd 
ILH" 5 (14-00 E’), 

选取 充分 大 , 使 得 (0) >0, Ath J = H- ae E 
J"(5)«0, J(0)-0, J'(0)0, 


T 


由 此 可 得 
l JJO ETO)., 
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BEHE TDO, 使 得 了 (T) =0， 因 此 , oT Rt, fu? doon, 定理 
得 证 . 

一 般 来 说 ，NILW JERIHON Lo 模 ), 不 满足 E<, 
因为 非 线性 项 将 被 线性 项 所 控制 ， 例 如 £005 =O, Bd X REUS 
会 破裂 ， 但 如 采 £00) =0， 则 小 初 值 解 仍 可 能 破裂 ， 有 如 下 定 
理 : 

定理 9 S878 

uu Aw- [u?-0, (18.43) 
AEicp«Y(n—1) WARE 3.43) Bh Be «(0 € O7 (R^) 
的 整体 解 , 其 中 函数 (0 


1 
nsa er 


事实 上 ,n=3, Y(n-1)- 7(2) 21 2, ARRCF. John) 证 
ATRE O? 的 一 切 解 破裂 : Xpn—l, RHA ipo n-2 
wWi<p< (8410/2, n=—4,% 1<p<2, 

证 明 Bn, Mule, 0) CO7, HE 

fue, Ode>0, wx, Oda 70, 

设 初 值 的 支 集 为 {|x| 专 如, AJ) = |udz, 对 方程 (13.48) 进 行 积 
分 , 由 赦 尔 德 木 等 式 , 有 

gta | lui? dsr0(1+t) 30-9, (13.44) 
3 —Ji Wi, A (19.43), 因为 Rz0(n-3), 有 

u(t) =uo(t) + Rit)» u(x) |? deus, 
其 中 uo RE E 
(@f—A)uo~O, uo(0)=u(0}, mol0) —0,u(0). 
5 为 自由 波动 方程 的 解 , 满足 
jw dz —O, Ost, 
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BE Oi 0, 0.0, wlr, DRAKE TE Is UE) 5A, 因此 
HMA A ERA 
Oo+ Ct =| uo das fu dnc alter ] EE ^de) ^, 
MK (13.44) 
JU. [ie dezsO (1--2)?77, 
LRH t 积分 两 次 , 并 注意 到 J (0020, J/(0) 0,3 
JeC1+tt, J'70. (13.45) 
Y 3r (183.44) , (18 45) 87-0, 有 
J JUTE (1 bE) Ke 
SJ (1+#) (170971—(1 4 gy 9070 
= JO (1+), (18.46) 
Jt p-(p-1-5(4—p). HIST p14- 4/2 (18.46) & 
8 充分 小 , 有 0< <3. (13.46)0& UL J'>0, f$ 
(J'y! [2*0 (14-2) 7] + ER, 
因此 ， 1 e 
J'a]? J toa 44) 2, 


JE >{4] Oa- of (147) 5 al. 
从 上 式 可 知 , i>r 时 ， 
oo 一 of (142) 5dr—0, J(t)-200, 
定理 得 证 . 


$14 Kav j # € 


1l. 58) X KdV 方程 
but Dut a (4) Du - 0, (14.1) 
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RM 
ule, 0) — us), zcCR 


(14.3) 


引进 位 势 丽 数 Vin), V.0)-V'(0)-0, a--Y"(0). HB 


Ls 解 的 哈 一 性 . 
定理 1 RV OOM RE 
IV oi <0 p", 0<p<2 

F wE Le, T-0(ufü Too), 则 (14.1) 具 有 初 值 oO) 
在 下 述 意 义 

uc Ln Fw) (T0, T Lo), 

(1 tz, *u€ BRL (0, T D, 

neu Le( [0, T]; D) 29770 
下 的 解 是 唯一 的 , 其 中 


a,=max{a, 0j, 
ha, (2) Jg dE 85:3 2c p He, 满足 


ha (m) =e, 070, g«0, 


(14.8) 


=uUg(%), 


(14.4) 


O<ha,(y) <ha,(a)<oxploo(a—ylhal(y), Wary, 
定理 2 BV (Cp) WEG4.S), HP p22, wok, T0, wW 


PARAI (14.2) 3€ P XR EX 


x, (2) Jul? E Lf([0, T), Ix), gard 
x-( |u|?) € POS, T L1), Q4 


X,u€ Li ([0, T), Ln), v 
z-eu ET D Tee). — qu 
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FBS ROR — BU, 其 中 x+ 表示 RU 上 的 特征 函数 ,x- RTE RO 上 
的 特征 函数 , 空间 LICL, D.) ) 的 模 为 


Jo; P(E, L,)) f= “ta a (Ji zin any] Ju "M 


现 考虑 H RRE 

定理 3 aPC anand ¥"(0) =0, V'" RARA 
F uw C H*, T0, V gi fie BE (14.1), (14.2) E T 3 3 3X 

uC CA 10,)(0, T, H), £,DuC Loe( 10, T); La) 
下 的 解 是 唯一 的 

对 于 如 下 形式 的 KdV 方程 的 初 边 值 问题 


Ut -FUs Mg t eus = 0, wt>0 (14.5) 
u(x, 0) =f (x), s>0 (14.6) 
u(0, 0 =g), t0 (44.7) 


整体 光滑 解 的 存在 性 , 有 如 下 定理 ; 
EHE WEA BK fC HU(RÜ,.gCHIRO, BIB 


Ekti MARAE 
g(0) =—(0), Os jh 


其 中 pe) Sm. 
pa) = f(x), 
eae [pto [Ben] 


Wu fede [5188 (14 .5) ~ (14. T) ER u, 
uE Li. (Rt; B44 (Rt), (14.8) 
4 k>1, WER xR 上 得 到 (14.5)~ (14.7) 的 古典 解 . 
2. X EJ" HR. Hirofta) 方 程 的 初 值 问题 
thet eben i iue tit] pl Apte] =O, (14.9) 
ym, 0) = polr), sER, t= 0, (14.10) 
Ht d= TT, a B, 和 8 为 实数 , 有 以 下 结果 : 
定理 55( 存 在 唯一 性 ) 设 w.B.?7 和 6 为 实 常 数 , BY 40, doo) 
€ H*(R), 出 对 任意 正 数 了 >0， 问 题 (T4.9) 14.10) 存 在 唯一 光 
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TE pe, DEWE. T», 六 中 
Wik, 1) - iu st BG, T; H*-*(R)), 


«css $ k»3). (14.10) 


定理 GOLA) EEMS BRT, RNA 
G) FF vs RAME (CLA .9) 1d4.10) 的 整体 解 ， 风 存在 一 函 
E b CW, T), 使 得 


doi He Wk, T) Best, 80 (14.13) 
KP pb HFH DNLS-Kav 方程 
inb eD*b -iB 095 --à Va. b 74) -0 (14.18) 
具 初 值 (14.10) 的 解 . 


GD EA pa 表示 问题 (14.9)、(14.10) 的 整体 解 ， 则 存在 函 
BPcw (5, T), 使 得 
Par [K WO, T) Balto, a, 820 
其 中 省 为 MKdV 7738 Raf (14 100 fü — yo E fi. 
Gii) paro, 7/8—8/a, FE ve, 表示 问题 (14.9).(14.10) 
的 整体 解 , MERR S CW^Q, T), ER 


Va RW, T) Baie, (8, v0) 
JOP) WARE RETR 
i deh aDhb--5 b y= (14.14) 


Roy i 14.10) tnit — 358 $8, 其 中 
W*(, T) = {ulawe nrc, T; H*-*(R)), 0«s« È, pps l 
(14.15) 


定理 7 了 (光滑 性 和 表 减 估计 ) ”在 定理 5 条 件 下 , UYG, o) 
示 初 值 问题 (14.9)、《14.10) 的 整体 光滑 解 , 则 有 
G) eb e LAO, T; HE-*(R)), r< E71, 


(GD Ec x GG 0<j<k-3, H | eno E 
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LR), WA 
athe, t=O x C792, Into boo, 
3. X da FJ SG ASE RE PL pi E: 
us ilge + Brug Y Iu ut ig |u Ju, (14.16) 
ulz, 0) -uc(z), (m, HERXKRt, 


EEAU EWM, 
(i) 阿布 洛 维 芯 CM. J. Ablowitz) Jr 
di = Uan — 4 Ue -8|u|*u, (14.17) 
(ii) Ohen-Lee-Lin 方程 
dit Hues + dac |g =O, (14.18) 
(ii) 格 吉 科 夫 (V. S. Gerdjikov)-BLAIER (I. Ivanov) 
f 
du + tre B u "4-25? ty — Bidu u,- 0, (14.19) 
(vi) FLEA. Kund) pA 
ilit Use tia u Uat B u| w 
+8(48-+a@) lui tut 448 (lu Du —O (14.20) 
定理 8 Ha SB vARBR a40, 且 实 函数 9(o) 和 初 值 
uo (x) i IE ELT Se HF: 
(AD) vle) € H*(R), go) CO'(R*), sz8 2g tie 
(A3) 存在 两 个 实 常数 M CR, 5c (0, 2), 使 得 
sgn(a)g(») « M (1-9), {rola M; (14.21) 
ü sgn (ajg (v) « M (L--v?7*) + Mov? (14.28) 


其 中 常数 Mo<(8+7) 058-87)/16,a|, Mi RMF o, 8.7, 网 
Xj ££ far 77-0, 初 值 问题 (14.15)、(14.16) 具 有 了 唯一 光滑 解 


ulz, D € BT)= T) WLO, Ty H(A), 


定理 9 a BY HRM, «tO, B 
vga) EHR), |e, Dule) CIa(R), j=0, 1, =, k, 
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gt pc fh s], 5<s- 2, 528. MRule, DC PLC) 是 问题 


| L2 ? 
(14.15), (14.16) BO 8t, 则 有 
Deutz, i)i =0( æa), |[z,—e (14.23) 
Hip te [0, T1, Ox m«s-—1, 
pmen 
pn=minfp, z} : eF 
4. SER AMES RARER REIS I ERR A D 32 3] 
gi. 
2 =F SE Quo E) nec ‘| a+e(a, tu 
=f(2, t, | (14.24) 
u(x, 0) =to(a), EN, i>0 (14.25) 
(El) )osn, e) eu)! =o, (14.28) 


其 中 u= Qs, t), Wo CX, t, wx ux(a, 0) Jé ZR RUM EE, 
ACR 为 有 界 域 ， 且 有 光滑 边界 29EO2 如 表示 OO 的 单位 法 向 
量 ， els, t) x (eu, DANN RAREN, 
f(s, £ = (file, t), fele, 2), "T$ F(a, ‘)) 

为 已 知 复 向 量 什 函数 ， 实 函 数 ay) (4, j-1, A, >, n) Ale) bm) 
和 g(a) 满足 以 下 假设 : 

Q) Bayles, alf], Em Gs £n s £)€ RS a0, 
Qij = O5, a4 € OD). 

(IT) ca, t), 295-9 € CQC, j=1, e, N), Qr 
Qx (0, T). 

CIII) B(x) 20, h(z)20, g(s)>0, h(s) €O'(£3), g(s)E 
CCRT), b(z2) ECA). 

CIV) fe, t), file, DELO, T; La(A)), tole) € H*(Q), 
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Y= Yttri, Yo20, 7170, 
定理 10 aey E l), wo€ IP(Q), F(a, 0) ELCO), gs) 
CO!(Z*), itty Dt E DeC), A 
(D lowe; D! «M, i6 Olay eH i joa --, 
n), IFS Me, |Lfib Mo, M4, Mo 为 常数 ; 
(ii) Gi Gg (其 中 i, j=], 2, ry n), Basla) Eg > 
ao|€|?, YEER”; 
(ili) Y= Yod-4Y:, YoRO, O< B(x), h(a) <H (M = const); 
(iv) 9(s)20, g'(s)>0, VsE [0, oo), gs) As? + Bo 
(p>0), 
其 中 do 为 正常 数 , Ao, Bo AES DU [IRR (14.24) — (14.26) "P 
REHA ul, 2), 
ulz, DELO, T; H1(0)) NWS”, T; LelQ)), 
定理 11 设 ayc OB), tolz) € H°(Q), F(z, 0 ELO), 
gÈ | Uo}? Juo E B2(Q), g(s) CO'(R*), B. 
(i) Big = Bye 《其 中 ty j=l, 2, Urt, n), 0a, « 3;; a, 
Davee rads E14 V= (£s, £z, sre £j)€R', 


GD loule, 0] «At, |UE P leat, IFC, o bats 
lf, Dinos M. OU My Ma 为 常数 ). 
Gili) g9)20, g'(s)>0, 


[e (s)| < Aoss + Bo, 
其 中 Ao Bo HIEMR, 41<n<3H, pC(0, co); n23H, pE 


lo, <a): 


(iv) O<b(2), h(z) « MCM X Wo, 
Y Yo Ys, Yo00, |?'| 70, 


I3! 


mij] (14.24) ~ (14.26) E b Bg — 77 XR uo, D, 
tz, DELO, T; H*(Q)) NW (0, T; L(0)). 
5. X EE)" Map RE GB TU EO R, 
Qiu + özu - DH (u) 4-70,H (u}+a.yiv)=0, (14.27) 


u(z,0)-9(2), | (z, DCRXR'", (14.28) 
其 中 8.9.7 为 实 常 数 . 
Hu) -l p oes dy (14.29) 


为 希 尔 怕 特 变换 , p RAM AA, 它 包括 具有 物理 意义 的 模型 : 


Ou + BO 2- 802 H lu) + 0,9 (u) =0, (14.30) 
Gi) J^ x KdV 方程 
ut BO 2- 8,9 (uw) ^0, (14.91) 
Gib) 本 杰 明 -小 野 方程 
B10:H (u) +udw=0. (14.92) 


W12 设 6.5、7 JE, £0, Y«o, MAER PE 
H*(R), gC) € OC (R), HoP $23, MIRE RE o, 使 得 
Ig'Co) | <eA+ |o|]*), 
其 中 0<n<3, 则 柯 西 问题 (14.37)、(14,28) 存 在 唯一 古典 解 ue 


Wz(, T, H^" (R)), r«[4]. 

定理 18 dus, DEWLQ, T, HCR) RAA 
(14.31), (14.28) Hif, 风 存 在 三 个 函数 ww RI B 

(I) lim us (2, D ous, D, X 


[&] 
ula, 2€ [ Wi, T; H*^*(R)) 


是 柯 西 问题 (14.33) , (14.84) 
Bett Bou + TO, H (u) + 6,9 (u) —0, (14.98) 
u(z, 0) = p(z) (14.34) 
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KIME — BRE PARI SFL e. 

(ii) lim us, (e, 日 = usle, D, Erp 

{fy 
us(a, I)E fe, T. He nU 

是 柯 西 问 题 !14.80 (14.28) Bg ME OER, 

(iii) lim %,(a, £) ^ lim ls, t) = lim uzle, H=ule, 2), 

5 ou yo) 

其 中 sz, QE TIWA, T; 本 se(R)) 是 问题 (14.81)、(14.28) 


BAY ME — RG E. 
6. 考虑 非 均匀 介质 中 萨 哈 罗 失 方程 组 的 初 值 问题 


iaAet 十 A2 一 VCnvVe)=0， (14.35) 
n, AD, (14.36) 
b= n+ |vel?, (14.87) 


Elino— &($), nlico- nle), Blreo=— D(a), cC R?, (14.88) 
Hh ele, D o (Gs D, nns syle, DAMME W, n(x, t), 
Dex, DERAK BZ Do, Ra ALR, 
Egli BRET AM. 
(i) & (2) € H**°(R®), nole) € H""(R?), 
Dala) € HKR, m>0; 
(i) Yeol) P< Elpa), 
其 中 小 (2) 为 如 下 方程 | 
Ad — bito 
SEAS PA, RUPTMHIEN (14.85) (14.88) 具 有 唯一 整体 光滑 解 
els, i), n(z, £), Bla, D, 使 得 
ele, 2) C L*(0, T; H"**(R2)), 
&(z, 1) C L"(0, T; H"H(R?)), 
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nix, O € L7(0, T, Hr*1(32y), 
nia, HE L7 Q0, PT HRJ, 
Dr, HELO, T; A" ?(R2)), 
Qr, HELO, T; H"" (R9). 
考虑 如 下 初 边 值 问题 
£AE; -Ae — V(n- Ve) —0, (14.89) 
ni — Àn— A(|8:?), EN, i>0 (14.40) 
£li.o—8o(2), A o= Noe), "aso mu), (14.41) 
£l;o — 0, Zr. =0,  ni70, 120, (14.42) 
其 中 Oc? 为 有 界 域 ， 具 光滑 边界 RCO, v 为 00 的 单位 外 法 
线 ， 我 们 有 
EEI Hel EENH (0), m(z)e H* Co»n 
H(A), A 
[Veke <a, (14.48) 
其 中 处 为 某 确 定常 数 ， 则 存在 初 边 值 问题 (14.39) ~ (14.42) RE 
一 整体 光滑 解 , 使 得 
als, 2) € L"(0, T, H*(Q)N Hi), 
slv, HELO, T; H*(Q)0 Hi(Q)), 
n(z, HELO, T; H*(Q)) H;(Q)), 
mr, HELO, TT, Hi(Q)), 
"wo, HEL (O, T, LG»). 
7. 5 BCRIE JERLTYEBEE YS -ARAMRA HAD Rz 


46, + Ae — ne — B|6 |*e —0, (14.44) 
w= Ag, (14.45) 
Qi nif (0) + um, — &An 4 [8[*, (14.46) 


E| t=0 —&o(2), n | so no(2), P| t<0 = Po), (14.47) 
HER, iER+, w>0, 470, B>2, i= / —1, 
els, t) = Ca(z, t), a(s, t), *'*, exa, t)) 
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Jé fs f 2 RMR, vs, H, ple, D JEX ELR AHR. f(s) (sER’), 
Nole) po) J& BAKLA, Eole) At FELT (El RI X, 
Eu 

Oxi Ox Ox; ” 


定理 46 RRETA: 
G) FEO, [FCs)as>0, 


A= 


If'(n)|<A'njt, 1«g«li, A>o, 


(ii) p>0, A>0, 8-2; 

(iii) &(z) € H*(R®), no(z) € H*(R®), pole) € H*(R9), 
MFE. 42) ~ (14.47) fro iH e (mo, 00, m o, t), 
g(z, 让 ,使 得 
Ele, t) C L"(0, T, H*(R*)), 

esla, 2) € L^(0, P, H2(R*)), 
Eule, HELO, T; L;(F2)), 
rte, D) € L"(0, T; H*(R3)5, 

mle, HELO, T; H*(83)), 
nar, HELO, T, E (RO 
pls, HELO, T; H*(f&)), 

eg, m, DELO, T, H*(R9)), 
Pule, DEE (0, T, HRY). 

E3817 设 满足 定理 16 的 条 件 , AB 

Gi) f(n)€O*-1, >a, 

Gi) &(2) € H?*(R?), no(s) C H**(R9), pols) € H*(R*), 
则 存在 初 值 问 题 (14.44)~ 《14.47) 的 整体 光滑 解 ， 

els, HELO, T; H**(R®)), 
Diele, 0) C L^(0, T, H**-5(R))5, OFA; 
na, t) € L"(0, T; EP*(R)), 
Din(z, )) € L^(0, T, H*-U*1»(R5), 0j «E 
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ple, HE brO, T; H*(R5)), 
Dipl, OEL (0, T; HDR), 0c j«k. 
定理 18 设 满足 条 件 ; 
(5 f(n)€c^, 
(D) eoe) € FI? (060), noe) € E'R"), pole) € H? (R9), 
Vul 5 fe Taj E (14. 14) e C14.47) 的 整体 光滑 解 
Elm, 2), n(z, t), ple, 12) C L"(0, T, 0%) 


是 唯一 的 . 
8. 考虑 厅 合 非 线性 波动 方程 初 值 问题 : 
Ut = Mess + Ottie Qov,g, (14.48) 
9$; — 2(uv),, (14.49) 
u|:-os tole), viro =v). (14.850) 


定理 19 (ule), mle) )E H*(CR), kz4, 则 初 值 问题 

(14.48) ~ (14. DO) XE ZEE — H JG E 
(u, v}& Li. Wz(0, T, H*(R)), (14.51) 

其 中 WL, T, BR) Sm RBS AN. DID fle, 2) ELO, 
T; L(R)), XX Osssir, KIKK. 

9. 考虑 一 类 在 深水 中 的 非 线性 奇 性 积分 -微分 方程 的 初 值 
问题 : 

V4 + Suu, t Huge + ble, Hugte(a, t)u—f (a, t), (14.52) 


V ico uo), z€R, 170, (14.58) 
其 中 五 为 希 尔 伯 特 变换 
Hua, ja ap f xen dy, (14.54) 


P-RRPS WAAL, 4b, 2 -—c(z, t)—f(z, t)=0 m, 
(14.62) 
t+ uu, + Hw, — 0, (14.855) 
这 就 是 深水 波 具 孤立 子 解 的 著名 的 本 杰 明 -小 野 方 程 . 
ZEW Roe, DCWI'U(QD, QI={2ER, O«i«1), 
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elr, t)€ W29(Q3), Ke, DEW PO OF), A ele) € H*(R), Wt] 
值 问 题 (14.52; (14.58) VERA SURE uC, 0, 
ula, HELO, T, HR) n WE (0, T; L(R)) - Z. 
(14,56) 
SEAL we, HEWS (QD), ele, NEL), WES 
问题 (44.59)、(14.53) 的 整体 广义 解 zz, t) € Z RE RT. 
HQ dio(z)C HY, M>2, WKAR DRT RW We 
问题 (14.55)、(14.58) 存 在 唯一 的 整体 光滑 解 ur, 0), 


Gl 
ua, 0€ ETWAS, A(R), (14.57) 


其 中 导数 Warp, 0 € Lo iw (R*, LR), O«z9s--re M, 


815 朗 道 -- 利 弗 席 蒋 方程 


工 ， 游 嵌 一 维 朗 道 - 利 弗 席 敬 方程 初 值 问题 ; 
Z,-ZAZ.us ER, t»0 (15.1) 
EN 0)=2 (a), [Zo(z); 21. “ER (15.2) 
定理 1 o BBIRDz(()€H*(R) k>8, 满足 !20(z)| 
-1, YER, Bi pit iei ( 15.1), ( 15.2) fefe pi — ne Ho 
Bi z(a, t), 
Dz(x, t) € Sint, T, H:-*(R)). (18.3) 


2. A 1E— Wk BB 50 38 Y IT RE IRI PUE 2L ORC TRI RET 

2:=2X Zra t F(a, t, 2), O<2<i, i0 (15.4) 

第 一 边界 条 件 
2(0, t) -z(l, 0-0, i20 (15.5) 

第 二 边界 条 件 
z,(0, t) - Z,(l, t) =0, #0 (15.6) 

混合 边界 条 人 性 
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z(0, t) -0, z,(1, t)=0, GRO (15.7) 


或 
z,(U, é)= 0, z(t, t) -0, $20 (15.8) 
Rut 3 2& fe 
z(e, 0) — Ze), Oxr«i (15.9) 
3& rem T ER 


(D) ft, t, DY e fll ZEA, H 83x3 Eur SUE E 
2f G, t, 要 是 半 有 界 的 , 即 存在 常数 5, 使 
€-f.(o, t, 2)E«b|£V", cR? (15.10) 
Hfols, t) - fée, t, DELL), Qr — i0 z«l, 0<t< TP}, 
(11) f(z, 4 2) JE 
fu, t, 2)|<c(a, t))zi*td(m, 8), (a, t, 22€ Qux Re 
(15.11) 
Xp ele, HE H.(Qr), dle, t) € ES(Q7). 
(HI) zoles, DEW, D, Bis LZ ABE, 
定理 2 WdpEBGEOO.0D.QII), Bi" 3 BG CR] HEX 
方程 组 第 二 初 边 值 问题 (15.,4)、(15.6 )、(15.9 ) 存 在 整体 弱 解 
z(a, t), 
z(e, 1) €L.(0, P, W300, no (Qs). (5.12) 
定理 3 设 满足 定理 2 的 条 件 , BES C, t, 0)=0, UCB 
38 — 5] 2B 5 3 27 8 8286 — 8] Lf I] RL(OLD. 4)... (15.5), (15. 9) TR. 
& 30 2 4C TR] ACG. 4) (15.7) (或 (15,8))、(15.9) 具 有 整体 弱 解 


z(e, t) € 1.0, T, WPO, yy NOD (Qa). 
定理 和 & 其 5<0, 则 对 上 述 所 有 初 边 值 问 题 的 解 z(&%, 让 ,有 
lim|z(-, lro 79. (15.13) 
现 考 虚 半 无 界 区 域 Q= (0«zcoo, KIT EBD 
问题 
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z(0,2)-0, z(2, 0) - p(z), O«z«oo (15.11) 
和 第 二 边界 问题 
z,(0, 0 —0, Z(t, 0) 一 pf(z)。 O<a<co (15.15) 
定理 5 HS, & 2) 和 zo(%) 在 Rr 上 满足 条 件 (I)、(II)、 
CII), HAE TIR PEZ. 
(1V1) If (a, t, z) Kele, 2) F (2) - ds, t), 
(a, 5, 22) CQ? XR (15.16) 
XB F(z) ZER WEB, c, tA d(s, DCL.CO, T; 
Ea(Rt)), 或 
GV: — fg, 2))«c(, D) |z| dm, D), — (15.17) 
EURO, ele, D) € LL(QD, dle, € LL(0, T, L,(R*)), 1<s 
<2. 
则 广义 斋 道 - 利 弗 席 茨 方程 组 (15.4) RS n PE E (15.15) 


ERIK BM x(a, 0€ L.(0, T, W (R9) NOE Qty, 
8. MWA RT AEE A 


Z,—-2x2,,--f(s, t, Z), O<2<t, 10 (15.18) 

em t) - grad pot, z(0, 0), t=0 (15.19) 
—z,(l, t) =grad Vu, z(t, t)), i=0 

Z(z, 0) —o(a), O<e<t (15.20) 


FOP dott, 名 ) 和 由 (为 EREB, grad" HARM z 的 梯度 算 
F. RIE TRE: 

(A) ERG, DMG DRAR: 的 连续 导数 和 对 iE 
(0, T] & ze F? 的 二 阶 连 续 混合 导数 

8x3 Hessian 矩阵 Ho(t, z) — grad grad polt, z) AHC, z) 
grad grad y(t, z) RARER, H. 

grad polt, 0) — grad d«(t, 0) —0, 
(B) HES. (o, % ZEFA RR, EE TEE Eb, 18 
£i t, z)E«bEI. 
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(O) p) € H*(0, D, AED, DERELER A 
f. 
定理 6 KAEA) (OD (CO), MO 3LBpé Sp RT 
TUB 4E ZEE 3034 fü Ta] BCS 118) ~ (15 300 Tr dE ER ES RE 
z(z, t)€ L0, T; EX0, t) NO) Qe), 


考虑 如 下 的 混合 边 值 问题 ; 
z,(0, t) = grad ht, z(0, £)), (15.91) 
fza, £) —0, (15.23) 
z(z, 0) —o(a). (15.33) 
RIERREN 


CA) BR polt, 2) COS, oz, C 0°, Po EO ibo (t, 2-H 
Hessian 48 pk Hot, z) 一 grad grad Jo(t, 2) 是 非 负 定 的 , H 
grad yalt, 0)=0, pOD=0. 
定理 ? 设 满足 条 件 (A)、《B)、(0) 县 了 (0) -0, WAE- 
利 弗 席 芯 方程 组 的 混合 非 线 性 边 什 问题 (15.18)、 (15.21), 
(15.225 _ (15.23) 存 在 整体 弱 解 zfz， 2, 
z(e, € I0, T, H:(0, pne * 9 (Quy, 
考虑 在 半 无 界 区 域 Qr=-{e2ER, C&T } BB EGdERRÍYE 
LERE 
2,(0, t£) =grad fit, z(0, 2)), £20 (15.%) 
z(z, 0 —9(z). O<a<ico (15.25) 
定理 8 RAE ADWE, HA 
(B*) JET te FARGER f. dE QIX Rs LER ASM, 即 存在 党 
数 b, 使 得 
£-f.(o, t, ZE<SIE|* VEER, (e, t, 2) CQr x RF 
(C*) ple) C H'(r:* HE e -0 bill E LR AS PE(15.24). 
(D*) Ifa, t, 25', | fam, t 2)', Ifa (m & ZIG 
"ICA DF(z)T6(, Ox f, 2, 2) |, dan iy z) dtr, b, z)| 
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<c(z, f) |zi* -d(a, 站 ,其 中 aeo, t) be, t) dle, € L.O, T; 
L(R*)).ec(s, HE L.(Q:), &z9, F(z) EOS, Vu Br ut p 5 E IT 
PABA EK TR Qr 上 的 混合 非 线性 边 值 问题 415.18)、(15.33.) 
(15.25) RUE EK SS AE z (m, t), 
z(e) € L. (0, 7, (Ry NOLED cary, 
4. X gEmik(m22) B i I Sp Ms 3e 77 E) ZA LIST TRE 
Z,—Z X Az-- f(a, t, Z), En, 17-0 (15.26) 


Z(z, t) -0, 2C 00, O«t«T (15.97) 
z(z, 0) — pr), EQ (15.28) 
其 中 OCR'ACUBSEUX HU 具有 光滑 边界 0QCC?, 
设 以 下 条 件 满足 ， 


(n) 8x8 amine mie LOL 2) 对 z 是 半 有 界 的 ， 
即 存在 常数 5 使 得 
EJ <0 El, vécn' 
(Iln) 方程 组 是 齐 次 的 ， BD f (2, t, 0) 三 0, H, 
4 


m—3: >D (15.29) 


'Yfla, t z)|<Alz|"™+B, ^ 4»0, B>0 

(II) pe) € ARQ), 

定理 8 Vu AIEO. GOL. OIL, kl BR $135 BE RT 
FB y] ZB [od RR (15 36) ~ (15. 28) 存在 整体 弱 解 


i f, Z) «A|z|'--B, 2«l« 


z(e, D) € L.(O, T, HOY) nas “TT o, T; L(Q)). 
定理 10 dtf(e52)€05 «CR", ZER’, Jacobi S sg 
阵 半 有 界 ， 则 初 边 值 问题 (15.26)~ (15.28) M JG E ME 205, 0€ 
CO Qn) FEE — n5. 
EWU 设 满足 如 下 条 件 : 
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(i) z-f(a, t, Z) 0912/7", Ca, 2)€Qr, ZER', (15.30) 
其 中 co>0, 570. 
Qi) PA BH m1, 
Ji 301321 [8] RECO 26) ~ (15.28) RJ" EE z (m, £)€ Wi? (Qo) 
4&7 BRS [8] PS RA, MEE 6977 0, 使 得 
limlz(., Hirgn=t+o, 23<D<co. (15.31) 


b. SRM - Aa RT RAIL, BD 2E Rs 推广 
到 ZOR*CN>3) Bin. BB TE B9 GE UFU 3 37 924, 

Z,-'I£ZAgi(2) ^ Ag, (2) A AZ] 十 Fe tf, 2), (15.83) 
Hop Z= (e, ga o, tw) A NARRAN SD), w= (m, m, 
e, MER, CR, “人 ”表示 外 积 “A 表示 % 维 拉 普 拉 斯 算 子 ， 
“R Hodge BEST, g.(z) 48 N =I, 2, 
一 22ERY, f(x, b ZER N He Aww, ec m, 
IERI, ZER”, 

方程 组 (15.83) 可 改写 为 如 下 形式 

Z,— A (Z)Az-- fr, t, Z), (15.83) 

A oA(Z)ANXN ER, ZER*, 

N=] Rt, (15.22) 5 (15.88) X RPR ERAI dE £X E OE 
BE 

4 N =3 By, (15.82) ay 

2~ Gils) x 2z-- fs, t, z), (15.84) 

Hob" x "SOR BP ZH LH C g(z) ez 时 , 则 得 到 前 面 的 
BÉ Fl 3B E RIT EH, 

在 一 般 和 情况 下 , 77 9248 (15.88 ) 二 阶 导数 项 的 系数 矩阵 .sz(z) 
是 反对 称 的 和 零 定 的 . 

当 nS 时 , det! A(z)! 一 0, 因此 方程 组 (15.32) 或 (15.33) 是 
BRIR ML 强 退 化 的 , 拟 线 竹 的 . 

当 n=1 时 , 对 于 方程 组 (15.33> 的 柯 西 问题 , 前 面 提 到 的 各 类 

142 


初 边 值 问 题 , 可 证 明 它 的 整体 弱 解 2(z, 0 € LLCO, T; OM BE 
t. 
当 n22 时 , 对 于 如 下 方程 组 的 初 边 值 问题 
feo a +f(2, t, 2), (15.85) 


z(a, 1) - 0, cE, 0«:«oo (15.86) 
z(z, 0) = g(o), sc (15.87) 
可 得 到 它 的 整体 弱 解 : 
ists man UD e EO 


H z(e, t)= (zi(a, t), 23(m, 0, +, ew(a, £)), Ge RY 中 的 
£2 AA Me (k= 9, 3, 2-2), 

6. ERS RE LYS -AA I RES A, 

EOM, VAN, DART RK EE LE, dim Mn， 先 考 
虚 型 为 无 边 的 , N= S?. 

考虑 如 下 的 裔 道 - 利 弗 席 茨 方程 组 (对 一 5) 

Z,— — aZ X (ZX AyZ) + ak X AyZ, (15.88) 

Ad a, >0, o2 为 常数 , Ar 拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 算 子 , 在 局 部 坐标 
(21) Ta, ^, Ea) 下 ， 


VY We 
= ya 2? — pk E 
-Y euros? 了 za As (15.39) 
WARN MoS? 的 热流 方程 组 为 
Z,— Ayzt+ |Vzj?z, (15.40) 


其 中 


|Ivz-3mve Se a A (15.41) 


RNET AA A A BA 3p E -ep 并 
得 到 了 以 下 结果 ; 
Q) 在 古典 意义 下 , 方程 组 (15.38) 具 初 值 zo(c)， 
` |zo(z) ,=—1 ENM (15.42) 
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的 解 和 方程 组 


1 28/ 
多 ;一 -一 -一 
17 € FF Qu 


TN !2 
Jv. joa vat 


Fa.» = (ra F =.) (15.18) 
ARI SHE (L5 325 Fey RES t f. 
因此 , 当 m2 一 0、 a 一 1 时 ， 朗 道 - 利 弗 席 获 方程 组 和 调 各 映射 
的 热流 方程 组 (15.40) 等 价 . 
Gi) 在 古典 意义 下 , z: MoS 为 调和 映射 ， 当 且 仅 当 儿 满足 
B338 — FS 2e 77 8 £8 (15.88) HI zi (m. £) =0, £220. 
& VM, 8) = (2: Mx [r, T1 S?|z 可 测 ， 


esssup| | vz(, £| aM + { C | v2z|?+ |z,|)aMde<o}, 


则 有 . 
Gii) 设 zi 22E V (M°; 5S?) 为 朗 道 - 利 弗 席 获 方 程 组 (15.43》 
RH z(e, 0) =25(2, 0) = Zole) RIAR, 则 
- Zi(m, t)=2:(x, £). 
(iv) HERD zoa) € HCM, SO, ERT ARRAS, 存在 
方程 组 (15.48) 在 M x [0, 十 cc) 上 的 唯一 正则 解 .在 这 些 有 限 点 
(a, T^) E, (GE KR) 


lim sup Es(z(*, t), #8) >a, R€(0, Ro) 
其 中 
Ex, 的 一 jn DAM, — BE(v)-iy€ M|Iz— yu RB}, 
e(z) = 5 5 V2)’, o= (a1, m)EM, 


(v) B n3, M ACRRUXE nA WRB HUE, Zo M 
$7, z(e) € H* MD), WARE TR CAB. 88) , (15.49) K E Dc RR 
Z(a, £), 其 中 

fj iz laxa | |vz |*da 
0JAM 型 


«f [V*(2x VZ) dadi«o, (15.44) 
Ou 


XH T«oo, HH e MMT T. 
(vi) BE ze(-)€ H*(M) (mea), |zo(z)|*—1, w= (m, 2) 
€M,H 
IvzoCz) F^, (15.45) 
其 中 入 为 适当 小 的 常数 , 则 存在 问题 (15.38) (15.49) 的 唯一 整体 
GIR RE z(e, D, Mx [0, co} s’, 
z(s, DE L,(0, T; H^(M)). (15.46) 
设 对 为 n 维 (n>3) 紧 的 具 光 滑 边界 的 黎 曼 流 形 , 考虑 如 下 初 
V3 44 fF] BB. 
By —o,z X (x x Ay) +a x Ayz +f (a, t, Z), 


(15.47) 
2(z 0)=20(2), EM (15.48) 
Oz ! 
Fon tER+ (15.49) 
则 有 
(vi) Rae H, RTE SBEN SL 清 足 半 有 界 条 件 ， 
且 
(f(a, i z)| «A'2|'--B, a<i<a+—, (nz) (15.50) 


Ivf(s, t, z) «A'z| "4B, GER, ZER? (15.51) 
A_B>O, WEEG. 40) ~ (05 49) BO SEDI E RE ZC, t), 


z(2,1) € L. (0, H1 yy 0 299) (o, 2; LBD), 


; 2 n 1 = 
其 中 r^ min |e as sah Jod: 
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第 4 章 


某 些 非 线 性 演化 方程 的 相似 解 
和 潘 勒 韦 性 质 


如 所 周知 , 如 果 一 个 常 微 分 方程 的 可 活动 奇 点 都 是 单 值 的 , 即 
为 简单 级 点 , 这 样 的 党 油分 方程 称 为 具有 潘 款 韦 (P. Painlevé) te 
HR. AWRY, 当当 微分 方程 组 具有 潘 勒 韦 性 质 时 , 这 个 方程 组 是 
可 积 的 .1981 年 , 著 各 的 弧 立 子 问 题 专 家 和 何 布 洛 维 茨 (M. J. Ablo- 
itz) 等 人 证 明了 : 如 果 一 个 偏 微 分 方程 可 用 散射 反 演 方法 求解 ， 
则 和 这 个 仿 微 分 方程 相对 应 的 用 相似 方法 得 到 的 常 微分 方程 具有 
潘 勤 韦 性 质 ， 他 们 还 猜测 , 对 于 一 个 给 定 的 偏 微分 方程 , 如 果 所 有 
由 相似 方法 (如 无 穷 小 变换 ) 或 作 适 当 的 自 变 量 、 了 四 变量 的 变换 后 
所 得 到 的 常 徽 分 方程 具有 潘 勒 韦 性 质 , WIT MAD BER 
的 ”， 因 此, 系统 的 “可 积 性 “和 潘 勤 韦 性 质 的 关系 ， 以 及 不 同 于 量 
纲 方 法 求 相似 解 的 无 穷 小 变换 ， 已 成 为 人 们 研究 仿 微 分 方程 性 质 
KERRE, 

和 党 微分 方程 类 似 , 对 于 给 定 的 偏 微 分 方程 , 如 果 它 的 解 关 于 
可 活动 奇 性 流 形 是 单 值 的 ， 则 说 它 具 有 潘 勒 韦 性 质 ， 出 此 可 研究 
该 方程 的 贝克 隆 变 搞 Soliton M DLE JP B np REM. 

本 章 将 通过 许多 偏 微分 方程 实例 ， 来 研究 经 典 和 非 经 典 的 无 
穷 小 变换 、 无 穷 小 算 子 的 李 代 数 结构 ， 并 具体 求 出 相似 方程 或 相 
We, A-AW, A KdV, ERAER CR. WRAAE DEA 
例 ， 证 明 它 们 具有 潘 勒 书 性 质 ， 并 由 此 求 出 它们 的 员 克 隆 变 
H. 
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$16 ERXZAXÉ 


二 阶 偏 微分 方程 : 
l H (iss, Usty Upty Va tuy Ur V, t)-0 (16.1) 
RU mA RH 
Baltes, wu u, v, 1) -0, (16.2) 


(2, HEAR th £x 

wlx, t)=0 B=1, 32, = m (106.8) 
E, Pulm, t) ERZA, c, t 是 独立 变量 把 上 述 定 解 问 题 
(16.1), (16.2) (16.8) it ARAS. SRM RANK (e) HE 
变 撞 群 


wm ww, t, us 8), (16.4) 
t*=£"(a, t, wu, 8), 
Bustl, HARRES 的 一 个 解 ， 我 们 在 系统 尽 中 以 9 RBs, 
w*=a*(a2, t, O(a, t) e) (RF a, £m P (a, t, O(a, t); 8) RF t, BF 
ERARI S*, d v—O0(s*, MAAR S* 的 一 个 解 . 
定义 MRA u-—0(2, 们 是 系统 5 HT, WV —u* Cz, 
é, O(a, i) 8) BERG S* 的 解 时 , 我 们 称 系统 S 在 变换 (16.4) 下 
是 不 变 的 ， 
由 此 可 得 8(z, 们 必须 满足 具 单 参数 e 的 泛 函 方程 
Ov* (z, t, 0(z, t) 8), t* (c, t, 0(2, £);8)) 
—u*(z, t, Oe, £),8), (16.5) 
(16.4) X T 5-0 展开 , RTT WAR SE Qn, C, v) (oC), 
[se é, u) T o(8?), 


[^o t, u; 8), 


o*=atel(a, i, u)t+o(a), (16.6) 
t* — to ev(m, $, u)+o(e*), 
7478 (16.6) , 将 泛 函 方程 在 s=0 BF, 


(z-- eu, A 85-1 o(e*5, trer(a, t, 85 - o(e?)) 
=O(a, D) Henle, 4, O tole’). (16.7) 
12:7; 18 (16.72 By o) 项 导致 如 下 的 Oa, E) 88— Eri GI TIR 
((n, C, 22): 
f(a, t, 00, - v(z, t, 0)0,— (m, £ 0). (16.8) 
称 方程 (16.8) 为 不 变 曲 面条 件 。(16.8) 的 一 般 解 可 由 如 下 的 特征 
方程 


dt d 
CHEM ER CE CAE (16.9) 


得 到 ， 原则 上 , 可 以 得 到 416.9) 的 一 般 解 ， 它 含有 两 个 参数 , 其 中 
之 一 为 独立 变量 《2z, t, 四 ， 称 为 相似 变量 ， 而 另 一 个 为 因 变 量 
FO, 我 们 可 得 相似 形式 
0-7. (a, t, fD). (16.10) 

3€ (16.10) A (16 D, 可 得 到 FC) NOIL JE BUS p ADR. 其 体 说 
3, 我 们 可 从 (16.9) 的 第 一 等 式 的 积分 , 得 到 

tla, i) —cons$ (—>zx— 6(t, 1)). (16.11) 
EE, 3E EE V ACHR, EA CL6.90 88 — 1 SEX 


rè d 
sgh t), 58) ag ie” 0919 
ETT 
Gt, O(a, #), 0) =const=f(C). (16.13) 
于 是 ， Ay 16.10) 
6— 9 (a, t, KL, #))), 
为 了 寻求 元 穷 小 变换 , 使 得 uOe, DERAS 的 某 个 解 ,而 
e w^ (e, t; Ola D, 8) 是 系统 8* 的 相应 的 解 ， 我 们 必须 计算 一 
BROADER, 例如 


Zro laale, 与信 +o(e] 


[OL Or , OQ O00 Br A 
ae Od” Ou Oz Jax | toce) 


ac ] 一 .4 
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ios [2t Eg :| (5. (16.14) 


2S p, 有 


a a 2t 2 
v = UE = 0] +o), 


P a :| +068), (16.15) 
ot 2 
AE AM) 
&* —u*(z, t, O(a, t) 8) -0(a, £) enla, t, 0) tole). 
由 此 , 可 得 一 阶 导数 和 二 阶 导数 的 变换 式 
9u* _ 6[0(r, D+en(a, 1, OJ, 


_ F(a, D--eu(m, t, 0)] ês d: et 
Ga Orv* 


+oCe*), 
(16.16) 
将 (16.14)、(16.15) 代 入 (16.,16), 可 得 


Qu* _ n , (2n 8L 
Qu^ "els [2 ^ ou e 
SL Cd a 93-2 9,6,] +(e), (16.17) 
Dr 
以 ne BBA DEL D. 的 无 穷 4 则 有 
-.$n,[n By, _ 9L ov 
a= G+ tare 3]? Ea - hg 9t 9,6, 


(16.18) 
类 似 地 , 有 


-2n [2n 2] g2 ra 2 
" tau a] p uc ini vuU 


(16.19) 


ee an -器 ) Or o 
OzOu da? /"? gi "5 
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+( £2 -2E \_ 9 ae - 8.6, 


S 22% ao c (on a 
Ou à 


- 4 
a 9,,-3% 6,0, 
-2E 0,0, 2 gb (16.20) 


2 2, 
ron BB oft n) Ea 


^n aoe 
WR ET ~a 2%) tag 0,0. 
~ 2g FE go, c(t 2% jo, 
P" bu —82* 0,6, 
-名 6,0, -2 2 Bo: 2, (16.21) 


SA Pn _ 
Net Boot NOzOu zx)^ 


^n 2t yo, - e ga 


Oldu lör xu * 
an 8 r | et 
+a au ouai =" Hou 


- 20,81 — 95, 0.0— 2" 9, 
«(22.— 9t - 27) o, -R 0u 


-22 8, e XA 


~ 0,64 - 2. 8,6. (16.22) 


方程 (16.1) 在 无 穷 小 变换 (16,4) 下 是 不 变 的 , 因此 有 
五 (ceo Vari Mise ary We VS, ZU, i*) —-0, (16.23) 
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涯 此 , 方程 (16.1) 在 无 穷 小 变换 (16 .和 下 不 变 的 充分 必要 条件 是 
方程 (16.38) 中 的 无 穷 小 项 (os)) 便 等 于 0， 我 们 把 方程 (16.23) 
看 作 具 有 自己 无 穷 小 变 元 的 8 个 变 元 的 方程 因此 (16.1) 在 
《16.4) 变 换 下 保持 不 变 . 对 于 (16.1) 给 定 的 解 ui 02, 0, E 
RUT AE 


Nex iB + Ne: pu Toma oe +e 2 t 
OH _ | 
ey PE Lp OB ip we (16.24) 


为 了 寻求 无 穷 小 变换 (16.4), LA ZEREQ6.24) 488], MAE 
含有 各 种 8 的 导数 项 , 它 的 系数 依赖 于 《9，2 0 RARI n, 5, v). 
合并 同类 项 , 使 8 的 各 种 导数 的 系数 为 0， 即 得 到 无 穷 小 变 坎 的 决 
定 方程 , gH JU RT RE (n, 6, v). 
[41] 求 热传导 方程 
Uer ut=0 (16.25) 
的 相似 解 . 
ERR M E, 7T) 的 李 群 变换 : 
u* —u*(a, t, u, 8) =u+en(a, t, u) tole), 
上- t, u8) =æ + eilw, i, u)d-o(s?), (16.26) 
i*=t* (a, t, u; 8) — t--ev(z, t, u)--o(e?), 
4:7; $:(16.20)4E EHR (16.20) FAA, JA (16.19), (16.20) 可 知 
uc (a, 四 满足 
Use" — U= Osa — 9; + 8( Mea — 00) +0(8"), 


其 中 
neem [8 SE Bare See toe | 
* [5 7 a ^ LR atc 
* [S Sora] 98+ ou 


151 


m z3 (16 27) 


ucc, Dg RO. 25), 上 式 Bee 用 8, 代入 ， 可 化 篇 为 


Tee = [52 - *l [a P Ee So. 


Or a 9*9 $9 FE gs 
Ha Er" De] o [Ea DM 
92 8 OC s 
o = 多 一 eu? Oe 
- 0: 8, — ZE da 一 22 du T 0,4 Oas 
(16.28) 


方程 (16 25) 763 (16.26) 下 保持 不 变 仅 当 mo 一 09:=0，Yzx, ty 

w=0(z, 起 ， 在 (16.28) 中 ， 令 8 的 相同 导数 项 的 系数 为 0， 即 令 
62,912,919 2990.57 的 系数 为 0, 而 在 《16.38) 中 仅 保 留 不 包含 
9 导数 的 项 , VERIOR AR Cn. 满足 的 仿 微 分 方程 ， 由 此 可 得 


Oe Fie: £z o, 
ob _ 
0,6,. "T 0, (16.29) 
e 
92 AT 
z—f(s, Qudtg(a, t), 
[tx D, ^ (16.30) 
y—Tís, t), 


Hh fg XAT H et RHE RAR. 
4 bia Di be 的 系数 和 保留 项 为 0, 可 得 
T-T(t), (16.31) 
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ox 


25 T" (4) - 0, (16.33) 
St P oF «adf =o, (16.83) 
B — f =o, (16.31) 
Z9 9. (16.35) 


我 们 注意 go, 0087; $6.25) RETE, Weg, 0 -0 的 
情况 , OR E (16.31) ~ (16.34), TAIRITE (16.25) 的 群 变 
HA: 

C=b+8t+- Bet Yat, 


T= atapit re, ] (16.36) 
1 s t dz 
a= ( Y ( 43 )---»e 
RF a BYO k A 是 6 个 任意 常数 . 
由 特征 方程 
do dé du 
Kr s (16.37) 


可 求 出 方程 (16.235) 的 相似 变 元 、 相 似 形式 和 相似 解 ， JC C. v.n 
由 (16.36) 记 确定 。 我 们 分 四 种 情况 讨论 ; 


a _ vw—(Af+B) 
(i) B xay, C Jaragrrym 其 中 


_ &Y-658 _ kB--da 
Asap? P-A 
解 的 相似 形式 为 
w= O(a, t) =F (Q———À— —À(2::6-C Y 


(a-+ 28:--Y02)i Yt+ B10 
exp — 1 CA? - 707) + A a--3BI-E TP), 
(16.38) 
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其 中 O-V RET. pe ay 


将 (16.38) 代 入 热传导 方程 116.35), 可 得 如 下 FOD BUE CU T; PE 
BUA BLE + CDU t E)F —0, (16.89) 


(£x (8:— 470%), ; 


其 中 


_ a? ps RET B 


&s-U VU, FO 一 G(z)e T, RI (16.89) fk 
PG 


Pie [pes ela- 0, (16.40) 
其 中 nf TEE 
0 Cum TP 3. 
这 个 方程 是 标准 的 超 儿 何 型 , 它 的 解 可 表 为 抛物 加 柱 通 数 ， 

De), D,( 2), D, (io), D, (— i2), 
其 中 任何 两 个 都 是 (16.40) 的 线性 无 关 解 .它们 有 许多 共 知 的 性 
质 . 


2 一 


1 
-i n 1 1 81, 
十 2 2% r(1 E222! 
对 于 整数 > 一 % 一 0 1, 8, ,…, 解 可 表 为 正 交 埃 尔 米 特 (Gh. Hormi- 
t6) 多 项 式 
D, (2) -o* He, (e), 
He,- (- 1y* -E 


7 @ un 


Heo=i, He~z, Hes-g)—-1, e à 


而 Diz) "o Tany erfe(2 tz), TES : 
DD,(z) 的 级 数 表示 对 于 小 的 2 而 Ino» [e] 


ze T [1o(22)], 34 [arg 2j — 3 ahh, 
4 [ad 
D. - ze ES tole 2-4 er ttg-P-le d" 
l itol], 当 i aarg iP 时 ， 
zo T [1+e(27?)] 一 £g. meek pig T E 
C [140(272)], H-T ange Ža n, 
抛物 圆柱 函数 是 e EH 
Gi) gay, 740, 
B b-38]1 1 
t= oes a5] tB 
解 的 相似 形式 为 
S T MN ij eu. HE - Ecce] 
ERR ie 134-8) trB8 AGFB) 4 i 
(16.41) 
其 中 
L= LM M= LÍ (Bint T ) 
F(DW RT — l 
q ~ Z- M]F=0. (16.42) 
4 e= Lt, pes (16.42) 839 
oe E @onG=6: (16.43) 
其 中 i 
d 


Airy g A (2 — v) fi Bitz -2) 是 (16.48) 的 线性 无 关 解 ， 它 
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们 能 被 表示 为 具 S MANERER. A um 2c N 


(2)—mq fe 
A2) — m V3 K (w), 


ee sve -J s(w)+F_s(w)], 
a F 
BK =y FU 4(w)+1,w)I. 


B2) e f x (yw) 7740071. 
(iii) i-a, B-?-0, «3-0, 


2. ot Kk 
c7 772a a 
AA EUER S 
u=O(a, t) - F(Dexp [-à eB KOE ane Ste], 
(16.44) 
XB FOWERAE 
ËF 
e hor t [t-a]. (16.45) 


1 


Ban (3) 6 PC 一 6()o 3, 5+0, Ri (16.45) E98 


2 
TE — (-)g-0, (16.46) 


MON 


(16.46) 与 方程 (16.45) 相 同 , FE =0， 则 用 古典 的 分 离 变 量 法 可 
得 


其 中 


u=e(Acos./—-Aot+Bsins/—A2), 
(iv) c= B=7=0, 640, Ct. 此 时 , 解 的 相似 形式 为 
u— (e, t) - F(t)e 5 7, (16.47) 
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其 中 FO R8 PE 
dF _ %2— 8(t+h) 
di GGT hE PD, 


siji 
me VE : 


[512] 求 非 线 性 热传导 方程 的 相似 解 ， 
Fe ENT AY RE Pe EE 


(ru), (16.48) 

具 初 边 值 条 件 | 
u(r, 0)=0, a>, (16.49) 
. u(0, =f, t20, (16.50) 


我 们 考虑 定 解 问题 (16.48)~ (16.50) EAS / NECI RAE TE, 
首先 考虑 (416.45) 的 不 变性 质 ， 设 李 群 无 穷 小 变换 为 
u* =u-+en(a, t, u)+0(8°), 
jtm i, u) +o(s*), (16.51) 
a*=m+el(a, t, u)+o(s*), 
则 1 易于 验证 ， 对 全 何 au), 有 


Tu=fu= v,—0, (16.52) 
保留 的 决定 方程 为 
un "E: 2K" (u) ne = K (a) lea + 2K (u) new =0, (16 .53) 
Klue (t) -5K'(u) -3K (u)£,—0, (16.54) 
K'(Qu)v' (0) +K (uyga nK” (u) —2K (ale + K (a) nu = 0, 
(16.55) 
K (unea 070, (16.56) 
pa BAREH n FRA (16.56) , 可 得 
t= Sv) Fas? bte vv), n= (art 29), 
(16.57) 


其 中 able 为 任意 常数 ， 将 (16.7) 代 入 (16.55), 可 得 ; Æ ab 中 
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的 一 个 不 为 0, Rif 
K ia 
(&) 79, 


K (u) Mu E)”, 
FEE A bor HERRA. 
最 后 , 1 (16.57) (RA (16.53), 可 得 
— AK GO K"(w) ] 
CK WY) 


因此 


3v) +20K (u) (7 
出 现 三 种 情况 , 分 别 讨论 之 . 
Gi) KWER, 三 参数 (m，8,，7》) 的 不 变 群 . 
t=Bzs+7, v=2a+26t, 9-0, 
Gi) 四 参数 (a, B, 7, DWAR, 
K(u)=Alut+h)’, f= B2t+7+5e, 
y= 2a +28t, 27 2 ug) 


{极限 情况 为 K(u)-^e"», 
Gi) RB, B, 7, 5，p) 的 不 变 群 ， 
K(u=a(uth) É, 
[ E= 8z-F ? -Óc-F pre, 
E y 
n= — Sluk) -8o(u+h). 


(16.58) 


(16.58) 


(16.60) 


(16.61) 


(16.62) 


(16.63) 


Ap BFA AE RB) Ft FE AG .48) (16.50), Hy t= 0 RIR 
变性 , 推出 a=0. 由 z=0 的 不 变性 , 推出 7-0, (16.50) 的 不 变 


性 推出 
xo, t, f(0) -2f'(t). 
EE, 
对 于 情形 (G), f(5-const-1, 
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(16.64) 


情形 (ii)， 


f (4) 一 ct (16.65) 
其 中 B.O 是 任意 常数 (5= rB). 
情形 (ili), 
S(t) =t, (16.66) 


其 中 BLO 为 任意 常数 (86= rB). 

Awm, EE Gii) 是 没有 意义 的 ， 因 为 当 %=0 时 方程 
《16.48) 没 有 意义 。 现 对 情况 (和 (ii) 作 进一步 分 析 ， 

G) 其 (w) 任 意 , 了 (6) 一 了, 特征 方程 为 


de di d 
A LM S (16.67) 
由 此 可 得 相似 变 元 为 
NN 
二 -六 (16.68) 
(£—0, C=co; z—0, £-0). 解 的 相似 形式 为 
u=F(L), (16.69) 
将 (16.69) 代 入 (16.48) ,可 得 部 人) 满足 的 如 下 的 党 微分 方程 
a (onde) S no (16.70) 
PO) I sion y Rt 


F(sc)-0, F(0)=1, 
ii) K(u)=Au", f(t)-ct?, 


特征 方程 为 
dz di | du 
(1c-»2B)s 2 2Bu' eem 
推出 相似 变 元 为 
t- iuc (16.73) 


QE vB -—1,::- 038 C= oo, 2 一 0 推出 5=0.) 解 的 相应 的 相似 
形式 为 
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u=PF (2), (16.78) 
3€(16.78)/$X (16.48), 可 得 五 (5) 满 足 的 常 微分 方程 


d m »B--1 dF _ - 4 
AS (p a )+ RO S5- BE=0, (16.74) 


dt 
F (DIEI TR AAE 
F(co)=0, (B»0) F(0)=0. (18.75) 
注意 到 单 参数 请 伸展 群 
t*- nC, Peay (16.76) 
45 (16.74) REPRE, 事实 上 , S 
eT a) - r(1), (16.77) 


m (16.76). (16.77) EJ, 
a d (œp dGY ( »B-1Y, dG pq. 16.78 
Ad 3 (as a) ( pa BG-0, (16.78) 


4 
具 边 界 条 件 
G(0 =0, G(eo)=Q. (16.19) 
(16. T8) EFF 
au,  G*-4?G (16.80) 
下 是 不 变 的 ， 设 G=g (x) EB 6.18) Up a 
g(0) =0, y’(0) =1 (16.81) 


的 一 个 解 , kg (09) = 9.0, 因为 (16.78) 在 变换 (16.80) FRÆ, 
因此 对 任何 is 
G (s) - p? g (pa) (16.89) 
也 是 (16.78) 的 解 , 则 
Goo) =p" gu,  G(0)—-0, 
选取 p, dtd 
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Rit rit (16.82) 可 知 G Ce) Jo ELE C6 78) , (15.70) WKAR, 
[ 例 3]. RAIN RE 


tH (Wea theses =9, (16.83) 
RAM, tw) 的 单 参数 李 群 元 穷 小 变换 为 

L—2z-- 5X (a, t, u)d-o(&), (16.81) 
v=ttel' (a, t, u)+o(s*), (16.85) 
n=uteU (2, t, v) J-o(s?), (16.86) 
Ne= Ug HEU” + o(8?), (16.87) 
Yee Vas + 8U™ + 0(8"), (16.88) 
Neri = eoa +8U**  o(8*), (16.89) 
Ner = Uy HEU“ o (2), (16.90) 


RP ae UP, Ut. UU DU wp Jy 8 (16.84) ~ (16.86) 确 
XE. ABR PS Wr 5h 77 FE (16.89) ZEAE HR (16.84) ~ (16.86) F oe 


next OP) Meee 0 (16.91) 
EPEA, h (16.840 ~ (16.90), 考虑 e 的 一 次 项 , 则 有 
U8 -EuU** ty + au, + 0 — 0, (16.02) 


如 前 面 所 做 的 , BAN AX (ns 5, u) To, t, u) 和 (x,t v) 将 由 
解 某 些 决定 方程 得 到 ， 可 求 得 
X-—ac--B, T=2at+Y, U---2au, (16.93) 
其 中 a BLY 为 任意 常数 ， 由 求解 特征 方程 
dr dí du 


Xi, t, u) Tatu U, h u)' 
可 得 相似 形式 ， 
(i) we=0, 这 是 行 波 解 , w(z, D — fi, 2=7%e— Bb, f(z) 满足 


Efri Per ES AtB, (16.94) 
其 中 4、B 为 积分 任意 常数 ， 对 了 =0, THB WBN 
—6w-Fz, (16.95) 


iei 


(ii) a0, 此 时 让 


8 
eh 
um, d= gm $ g=——_“_, (16.96) 
iO Da * 
HF gut 
g du ds, s = 
"UL wd RS ue +2g+9 EE t "bs 
(16.97) 
它 能 由 第 四 潘 勒 书 方 程 
de _ i (du ? r3 E 2. 2 b 
un ma it) raw Hizw -HaC g — aw i 
(16.98) 
求解 得 到 ， 


$7. 无穷 小 算 子 的 李 代 数 结构 


我 们 以 $16 中 热传导 方程 Une — Us=0 的 群 变换 
f=k+dt+ Br+ Yol, 
eerie (17.1) 


f- "(5 +3) Sata, 
来 说 明 无 穷 小 算 子 的 李 代 数 结构 . 
EXI 对 于 具 单 参数 s 的 李 群 变换 
u*=U*(a, t, u,8) - u-- ex(m, t, u)--o(e?), 
|>-ze i, u;8)—atel(a, 6) t o(8), (17.2) 
i*=T* (a, t, u 8) — it ev(o, t) t o(8), 
我 们 把 


Hot Ce, 02 utm 0b tnla, "n we (17.8) 
称 为 无 穷 小 算 子 ， 在 s=0 的 某 个 邻 域 内 , 有 
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f VE d 
ut - gu [ 2 2 lu 


n=O nt 


=uter(a, f, w+ [t a, b) a ota, 022 
405 t, uy SL] 4. m: (17.4) 


w* — ez —c-E- sto, Dti ri gets 2 Tee 


i*— e" E ees (m, t) +E = (eH. +e] us 
对 任何 函数 多 (a, t, EO, A 
F(a", i*, u*) —e F (a, t, u), (17.7) 
BEZEL, 2,5, 908 01.3) PWM RTS RM bar, 
B.Y 各 的 无 穷 小 算 子 , WA 


9, g, x. 
ng 


dis emi, 


17.8) 
a. at 2 f £-(£+4 y <a 
EX 2 m = 
UE ari > ub, 


EL? MEERA Z 的 每 个 元 素 对 于 运算 co 满足 如 下 组 
合 律 (也 称 交换 ); 
G) FE VEL, GEL, WFOVGELHRM; 
GD F@D=-— IGF; 
Git) LF. D.weL, WA Jacobi ESR 
2 Go (2 G9w) + 269 (0947) +wB( FBP) =0, 
则 称 李 代数 SY 是 定义 在 某 域 多 上 的 向 量 空间 . 
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显然 ， 三 维 欧 氏 空间 R 上 的 具有 向 景 的 义 积 运算 “多” 的 向 
MRE RAF. RAH, ARERR DAS 
FES: WR kd ET IRTP ARS. 为 了 使 这 个 向 量 空间 变 为 
ERR us PESARRATO Ch 
HL, DE w, Nl 
ROP =[(#, B=2FD- GH, 

JopLÉ, 多] 类 示 无 穷 小 算 子 LM DOME, 容易 验证 上 述 
组 合 律 G)~ (iD 均 满足 ， 对 于 每 个 李 代 数 ， 交 换 子 的 表 能 被 建 
立 起 来 ,对 于 无 穷 小 算 子 (17.8;, 有 如 下 的 交换 子 表 : 


从 上 表 可 以 看 出 ，《17.8) 的 李 代 数 是 由 算 子 Ki, Za MZe BOE 
成 的 , Piu 
[21, Kel = Ze ^— Büpp 2a Zs ER Ze, 


[Zn j=- LX, WH MMAR, 


(25, TIL Ta Eli 27, 27s ME ÆR 
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$1 FARM LG DER 


MEF REA PRA TE Lu = 0, 同时 利用 Du-0 ARE i 
条 件 


X(a, t, u) 5 Ts, t, u) EEU, tu), (18.1) 


op RSKR 759; MEH 
a! -—z--8X (s, t, u) -o(8), 
| #=#+eT(y, i w) tole), (18.2) 
w=u+ 8U (a, t, «)+0(8*), 
WIESE Rs FGF aS Re, AU EF) RHR BB $106 中 经 
典 的 无 穷 小 变 执 得到， 因而 , 我 们 可 得 到 新 解 . 
现 以 伯 格 斯 方程 
Iu = t+ ug —Uge= 0 (18.3) 
为 例 来 说 明之 .。 注意 到 (18.1) 中 实际 上 只 有 二 个 狐 立 无 穷 小 A 
BART, t u)71. FR, 不 变 曲 面条 件 (18.1) 为 
u-U-—Xu, (18.4) 
A 8.4) fi 
thea Uot Usu, — X uso- Xu ~ Xs, 
BA u V 2; 88(18.3) 有 tees tite, 再 利用 (18.4), 可 得 
tre = (U.— XU) + (U44-X?— X,— Xu)us — X (ue). 
(18.5) 
利用 (18.4) 和 (18.3), 可 得 
Wa uus = EL (UU 3-(U tu u uX Qu, 
+(~ Xut) Cua) t Hoe), 
uj — u~e{(0,+00,) + (7 XUu—-Xi— X4U)u, 
TOEXQX)u2]4-0(8), 
— (Uya — use) = e(- Uu 7 UU,--2U X ,) + [Ree AU ew 
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—(u— XY(U, oF) LIX aU ltet (2X ev — Uuu 
T8XQu—X)]u24- Xyu(ue)*} o o(8). 
册 不 变 条 性 可 得 us uz uz 的 系数 以 及 不 包含 te 的 项 为 0. 
uz 的 系数 Xun 0 推出 
X — Os(z, Put Or, t). (18.6) 
us 的 系数 
U,,—2X,.-2uX,—2X X,. 
由 (3.6) 可 得 
U,, =2[ (02), 4 C. (1 — 02) -0204), 
因此 
U= Ble, tud D(z, t)+w[((C2).-0201) + 1w0.0.—0). 
(18.7) 
Hj te 和 《ww)" 项 的 系数 分 别 为 0, 可 得 
U—-X,—-(2U,-X,)-uX,—2XX,—0, (18.8) 
U,--«U,—-U,, -2U X,—0. (18.9) 
FE, 对 于 伯 格 斯 方程 相似 解 的 确定 , 转化 为 研究 方程 组 (18.8)、 
《18.9)、《〈18.6)、《18.7) 的 求解 ， 一 般 说 来 , 要 找 出 这 些 方程 的 一 
般 解 是 困难 的 .我 们 仅 考 嵌 某 些 特 解 , 
由 特征 方程 
dx _ dt _ du (18.10) 


的 第 一 个 等 式 , 可 得 相似 变 元 (s, const, 由 此 可 得 X —a(t, 
1); 出 (18.10) 的 第 二 个 等 式 , BU, 可 得 相似 形式 ， 为 简单 计 ， 设 
0s=0, Jil rh (18.6), (18.7) 9] 48 
X =0,(t)= A(z, t}, U-B(z Duct D(s, t). (18.11) 
18.1154 A (18.8) $1(18.95, 得 
BuctD-—4A,—2B, t Apost u4,—2A44,—0, (18.12) 
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de gk op We xd MA rp em 


Bu+D, d uC But Dz) i= (Breud Dig) 1-2(Bui D)A,=0, 


(18.13) 


因为 ABAD Huk, SLM fw 的 系数 为 0， 则 由 


《18.13) 可 得 
B- — Ag, 
H (18.13) Ay 4 
B+ D,—-B,,+2BA,=0, 
B,=0, 
击 方程 (18.16) 推 出 B= Bt). J(18.14)2g 
A=-BOat+ E(t). 


(18.14) 


(18.15) 
(18.16) 


(18.17) 


TÆ, 方程 (18.15) 变 为 B+ D。 一 2B?~0。 由 此 推出 De= FG) = 


2[LB(0)]*- Bt), WA 
D-F(t)x-G(t), 


(18.18) 


fE75 (18.14) ~ (18.18) B ffe, 75 HE (18.12). (18.18) flog 


D—A,-2AA,=0, D,+2DA,=0, 


我 们 要 求 出 B EFAG. 


(i) #=0, 
-A 7^ — CODSÍ, 
"erm 
相似 变 元 1 ees 
相似 形式 F) sux 2t+m, 


Be Cn ERA, ^ 


Gi) B=- RB, @=b| (2 )a- cao ] > 3 Rea 


为 常数 ， 
G' R 
m 2G ork) 
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相似 变 元 "= ite, c=0, 
相似 形式 Joy- #0, 
Ta 
v" +2if'+ ff'-0, 
" BU fa thf- (a5 — 477) |. 


解 usala hL a Ae 
Gii) 不 对 召 作 假设 ， 
X= (ia) (D) naar, d, N const 
U- - (1+8) u+ (to) * (s--1)). 
相似 变 元 和 相似 形式 分 别 为 
n= [( | 33e] |/G+o, 


f(D) [u-2- 3 XG--7 cay. 
R vu. 
X Fai EVI NI 3,7; T3 (16.85), 
Un EIN =0, 


也 可 用 非 古典 的 无 穷 小 变换 得 到 相似 变 元 .相似 形式 ， 


ule, £) = f(z) — AMI, £-—2z--AU, (18.19) 
其 中 % 是 常数 , f) 满足 方程 
Sa £T +2 8j A, (18.20) 


其 中 44 是 积分 常数 。 若 在 (18,20) 中 作 变 换 
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fo) = mt) +a, sti. 


hy 
Rl nO HRA 
iy dey an qa. 18.91 
Shon Gg «ax(t x 4-25) -0, (18.81) 


E RUP TUS.21 87 WE HE COS 2B SH By CP. Painlevé) Jy 
Jm 


A —2w +w +a (18.22) 


的 解 而 得 到 ， 其 中 & 是 任意 常数 ， 容 易 验 证 布 森 内 斯 克 方 程 归 结 
为 相似 形式 (18.19) 的 元 穷 小 变换 为 
X(x, t, .) - 24, Tle, t, .)—- —1, Ula, t, wu) =dr%, 
(18.23) 
对 于 方程 组 ， 也 可 运用 非 十 典 的 无 穷 小 变换 ， 例如 对 于 边界 
EJE 


Uus + VV, = Uza Hy +0,=0, (18.24) 
令 Ww =ut-eU (z, t, u)+o(s*), 

ow —o-rsV (a, t, u, v)+oCe*), 
连同 丙 个 不 变 曲面 条 件 


Xu, Tw =U, Xo, -V, 
类 似 地 求解 . 这 里 要 注意 的 是 也 =D(o t, u), WV VC, t, 


u, v). 


$19. XU ER 


对 于 一 个 给 定 的 偏 微 分 方程 , 现 介 绍 一 种 寻求 如 下 形式 
u(a, t)=U(a, t, wiele, £))) (19.1) 
的 解 的 方法 ， 将 (19.1) 代 入 给 定 的 偏 微 分 方程 ， 对 % 及 其 导数 给 
出 一 些 条 件 , 以 决定 w(%) 洲 足 的 常 微 分 方程 的 解 ，}; 以 下 以 布 森 内 
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斯 克 方程 (18.83) 为 例 , MET Be A, 
Rf EL iH]. SEA FRA RB 


U Ion. ierz 0, (16.83) 
(19.1) By BaF FE BERIT, 
ule, 6) —a(m, t) Ba, Dwle(s, £2), (19.2) 


其 中 ala, t) Ba, tu eC, ORE. 将 (19.3) 代入 (16.83). 可 


得 
Briw” -- [6 8222,, + 48,28] wu" + [BB -- Au, t ua) 


128,2... + 682223 + a Rz + Ba; ] v" 
+ [Besse + 4Batece + 6B 2kc0 + Beerta t Dou Bt, 
2a, t+ Afaa 2; + Bay) w' 
+ [Bassa + Bo B T Bee Arpt Bu] o 
+E rww” + B[ AB. + Biss] ww! + B22 (w^)? 
+ [B+ BBeelw?+ [ot aces + 05+ teres] = 0, 
(19.3) 
附注 我 们 用 w 的 系数 Cel 作为 规范 系数 , 这 要 求 其 他 系 
数 具 有 形式 Pil (e), 其 中 工 是 z 的 待定 函数 . 
WES WHA, TO) 通过 微分 .积分 等 运算 后 ， 仍 记 为 
I'(z). 
附注 3 不 失 一 般 性 , 对 于 6.8.2 Mw 有 三 个 自由 度 可 利用 。 
(i) E alg, t) 具有 形式 a= a(z, t) 4 B(r, #)Q(2), 则 能 取 
Q=0, RE E, RẸ wl) DL we) 一 Q(z) 即 得 . 
(3) Æ Bla, D 具有 形式 8 一 Bolz, H2A(e), WAR Q=1. 事 
实 上 , MERR le) 9 BS 即 可 
(iii) FF ale, 人 2 方程 QI) =zolw, t) 所 确定 , HP Q(z) 为 
可 道 函数 , 即 可 取 8(z)==x, 事实 上 ， 作 替换 x 一 QZ) NA, 
我 们 现 用 直接 方法 确定 布 森 内 斯 克 方 程 的 相似 解 . 由 ww” 和 
Cw’)? 的 系数 , 得 
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Bell (e) = B22, 
Hop IG)RESEmDÉ, PAMES MH Gi), kre) = A 
` B=22, (19.4) 
du 的 系数 有 
Bst (a) ~ 4B ent 6 Bins, 
XoBIG)UE4s—TSEBE HOI. 


z, (a) + 22 — 0. 
Se 


对 上 式 进 行 积分 , 得 
(2) +Inz, -6(£), 
Fe 00) ABD E A. NUR 得 
gi(z)-0(D. 
再 积分 之 , 得 
D()-«0()-- EO, 
其 中 EOA—4gUrBEÉ BPE SG), RI) =e A 


z= 26) + o (t), (19.5) 
其 中 函数 OC) Ho) E, MO) IOS 5) f 
B-60*(t). (19.6) 


由 ww” 的 系数 , 有 
pat (2) = 8 (Brie + 42 tera) + 13,2 on 68,,22- Bozs - 5; 3n 


Hep) ee mH. BICL9.5), (19.6). 上 式 可 简化 为 
Al (2) =a e —À T + a) 


| T do 
a= — OO ari a E 
于 是 , 方程 (19.3) 可 简化 为 
ij UO HU a ay 2 do 
Qu" Ww + (w) -0 E 2 )w +29 92 
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A 


+i J(e a (o ] -0. (19.7) 
我 们 继续 使 (19.7) 为 ?es 的 党 微分 方程 , 对 其 他 系数 , 有 
OY (2) = ea iw + oe ) (19.8) 
O° Y,(z) - 38 i. (19.9) 
e» =~ [Fe te) ] 
[2 a Di Js (19.10) 


其 中 Viz), Vals), 360 IR ERN, HA 22000) o0), HB. 
《19.8) 右 端 是 e 的 线性 函数 , 可 推 得 P(e) — Az cB, JP A AB 
为 常数 , 且 


4 N ui ae d?a 
| 5T A(z0 ot B] =2 = ue 7 (19.11) 
Xp c BY CR, 可 得 
HO 405, (19.13) 
SU 
—- (A4 B). (19.13) 


p 
从 方程 (19.9) 和 (19.10) RH EA 
Yo(2) 一 24， Yale) -- - 2( Ag+ BYP. 

A, ARAM AE (16 85) 8 — RAW Ae A 
ule, 1) - 0 wle) — gue a (19.14) 
a(x, t) x0(t) - o(t), l (19.15) 

其 中 ODA oCO38 8 77 819.125 119.13), w(z) 满 足 方程 

w - wu" + (wu)! t (Ag+ B)w' +2Aw~2( Ag+ BY. 

(19.18) 
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JifR (19.16) — AE EOF SRpHZSTR E) B7: fH 4-0m. EOS 
HTAR LYE C4 B-0np, ESF ROP E Y 
(X. T. W. Weierstrass)fj Bl ES Zt po 85 —25 ni 8] B 77 E, 
下 面 分 三 种 情况 分 别 讨论 相似 解 : 
(i) 4-0, B=0， 方 程 (19.19)、(19.13) 的 一 般 解 为 
OE) = aiia, a(t) =bit+bo, 


布 森 内 斯 克 方 程 的 相似 解 为 
ula, t) = t+ oo) nv) 一 (224 p (19.17) 
a= z (at -+ a9) + bit + boy l (19.18) 
其 中 wol E Z0 
w” + 如 2 一 04% 十 Co。 (19.19) 
考取 下 = 二 a=b =h 0, 可 得 
u(z, 1) -w(g) — 每， £dd, (19.20) 


其 中 (2) 满 足 方程 (19.19).。 这 是 布 森 内 斯 克 方 程 对 应 于 第 一 类 
洪 勒 卫 方 程 新 的 相似 形式 ， 机 应 的 无 穷 小 变换 为 


Xe-sm Tt U 20-6 5, (19.21) 
AKERRA E S ROCA EEG S PR. | 


(i) 4—0, B40, 78:019 .12), (19.13) 8 — MW 
8 (2) = ait 4- ao, 


d Bax? (at +a) + bad --bo, 4 a 0 时 ; 
o(t) — 1 
3 Bait? + bii-- bo, 332 ,—0 Bj, 


(a) a = 0, AB BR PA t 9573 BS BR A ALB 


Qe a oe 
ua, 1) ~au (e) - Bast rho” (19.22) 
Ü 
Zoe + Balt + bit + bo . 5. 09.33) 
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其 中 {2) 满 足 方 稚 
w” + ww! + Bu = 3B2 + Qs. (19.94) 
HELA SH FAIRE UAE, 310171, 5; 56-0 8, 
ESR A EY BRAG SS je BGS Bl a AB ALE C18 19). 
(b) 2160, 布 森 内 斯 克 方 程 的 相似 解 为 


1 
z (mt 3-a9)9 + eb ) 
9 


ale- 
u(z, t)=(atte *w(z) - ( 
C > "J C 1 o) NT Gi( ait + do) 


(19.25) 


g—cx(ad--2a9) 3 (aiit ao) +httbo, (19.26) 


503 1 
HH w(e) E934). 4 a= 1 a= b; bo =0, TB 


(m 4- M93? 
E er 


ula, t) - fuz) 一 2 一 of 十 二 at’, 


(19.27) 
其 中 wz) 满 足 (19.24)( 取 B=5%)、 这 是 布 森 内 斯 克 的 另 一 个 相 
WER, 它 对 应 于 第 二 类 潘 勒 书 方程 (18.23), 相对 应 的 无 穷 小 变 


Sos 
= 一 (w+), T=t, | U-BurA(zcT- MP)(3z AAP, 


当 和 =0 时 , TAE S] 3 (19.30) (19.21), 
(ii) 430, 此 时 令 B 一 0 于 方程 (19.19) 中 ,以 过 Z sa. 12) 
并 进行 积分 , 得 
$)-i =F A+ As, (19.28) 


(6) = On(t+-t0)"?, (19.29) 
O$— Fs Š 45-0 时 , 46 (19.29) A (19.13), 18 


a 
a(t) = O.(E- 8)? - Ont + fo) 3, 


4 to=0, 0o= O2=0, 可 得 相似 解 
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ula, D - thw(z) ~ L i*(o— 80,93, (19.30) 
z= at Ot T 
w 2) 3 m 7; Tà 
p" ww” 4- (u^)? + dme. w= e. (19.31) 
36 0,0, 3k d&— CL ARDUIS RS. CNN AOR RES, 
因 郑 在 (19.31) 中 令 we) =g) +E, RE g C) WOR ZR C600). 
24 Ap #0 时 ， 令 


ag o" 
Xch ES BUENO 4 1m L ts E)n, MER 


PE) = G0) - A), 
Ju (19.28) f» 


(£y -a-45a-i. (19.32) 
方程 (19.33) AWW ERE LE ED RSS CH, A). BUR 
a(t )=(Si-+t n LES. (19.88) 
方程 (19.13) 变 为 TS = ELI gto, 它 的 解 为 
o(t)=[o( FoF 1-4 Etto k))+D |06), (19.84) 


其 中 Etti b) yi REARS, 有 
Etto E) = |" [1 -H82(8, #148, 
其 中 心 和 卫 为 任意 常数 ， 取 D=0, TRARRE. 
u(t, #) = (SEGE tos E) — 4)w() -SO LSE hy 1) 4] 


~ (240 (FEF tk Etto k) )]- 8.08) 
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AGO BBG Fig) K SREE os E) 
= CSECE+ to: )-4! ， 


sz 人 [5 Ep EE fg i] Hszceetes by- AT, 


3k 
| " © (09.88) 
LM i S8 | = +t Lin £y MEL rx 
Hpk “t+ A= BE 2 T 373 » WE 2) a ITE 


w+ ww! + (uw)? + Age 6246-249, (19.36) 
这 是 另 一 个 新 的 相似 变换 , 它 对 应 于 第 四 类 活 昌 市 方程 ， 
这 种 求 相 似 解 的 直接 方法 ; 可 用 于 一 系 烈 非 线 性 演化 方程 . 以 
下 再 举 两 个 例子 , 求 作 简单 介绍 
Sud 
zi 十 Ze 十 Woo Ô, (19.37) 
令 | | 
ulr, t): a(z, t) + (2, twee, »), (19.38) 
(49. 38) {RA (19.37), 得 
Behu"! + (3.2, + Bas + Pert aPite)w’ 
+ (Beet Bi t+eBet ad) + Fg ww + Bew 
+ ign + thy + x0, = 0. (19.38) 
用 w^ 的 系数 为 规范 系数 , 为 得 到 当 微 分 方程 ， 由 ww’ 的 系数 得 到 
Bas (2) = Go, 
其 中 DG) EE. ESQ) | 
B= 2,. | (19.40) 
由 uw? 的 系数 , 有 
Bel (2) = Bs, 
其 中 工 (2) 为 待定 函数 ， 由 (19.40)， 对 上 式 积分 两 次 ， jeune 
31D, 有 
se 2=79(t++o(t),  B-8(t (19.41) 
其 中 00).o0 (0 A BERE EG, 75 82(19.39) uT ff (eg 
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FEL ast] acer ot aas =0. (19.42) 
m 1f. dó 
a= - S (s ede a) (19.43) 
e Do ~a( BY = A298, (19.44) 
0 EE 2% 40 (Ao AB), (19.45) 


其 中 44 和 吾 为 任意 常数 , 则 可 得 到 we) 的 常 微分 方程 。，(19.44) 
$1207 r2 积分 , 可 得 
(27 = 401020, (19.46) 


其 中 加 为 任意 常数 . 
因此 , 伯 格 斯 方程 (19.387) 的 相似 形式 和 相似 变 元 为 


ur, 0) 7 6)w(2) ~> sa B+ #2), 


2=@20(t)+ a(t), 
FEHB Ot) Al oC HH AE (19.45) A119 46), 
现 分 四 种 情况 讨论 : 
G) 4=0, O=0. yi, (19.45)、(19.46) 有 人 解 
BE)=0, olt)= BP+Ot+Os, 
令 名 一 1, 即 得 到 相似 解 
ule, D —w(z)-—2Bt—0;, 
z=% +B t Oit 3-05. 


(ii) 440, 0-0, 4 A= - B=0, Wi 


(19.47) 


60-0 to) %  e(-0,0—45)3- 0-8) 5. 
+ fg — 0, O= 0, 可 得 
(77 


ula, t) =t buo) us 一 4 Os, 
; (19.48) 
z=¢ *2x+Osf, 
(ii) A=0, CHO, 4 0=—1, m 
0(5—(6£—i)", G Cb} = BUE— t) ? +05 (t— to) 1 - Og. 
4 fo =0, Os=0, O,—0, 则 可 得 


3B lw B 
go top ti (19.49) 


(iy) A440, O40, 4 A= —1, B=0, O7=1, WA 
a(t) = (#41) (04-09). 


ula, =i tes} TE 


00) = (2-1) ?, 
& 0s 一 0, 可 得 
1 mt — Oz |. &-- Og 
ua, 2 — (P 31) Awe) 十 一 EZ t PED 
(19.50) 
伯 格 斯 方程 的 古典 李 群 无 穷 小 变换 为 
[z at Bi+ Yrt+ 5, 


T — Dall +- YE + hy | (19.51) 
U= —ou--Y(z— tu) - B, 
其 中 w.G.7、3 和 为 任意 常数 , 
我 们 再 考察 Ka V 方程 
由 十 te 十 teee 一 0 (19.52) 


的 相似 解 的 直接 解法 。 设 
ulr, t)—alae, +B Dwle, $)). (19.53) 
将 (19.53) 代 入 (19.52), 可 得 
Bag + (38,25 - 3B tu )w" + (38... + 8B ater + Btors 
+ Ba + ABa) W + (Bean + Bi Bue a,8)w 
+ B2 ww + 8, u? + Ors +o +00, — 0, ^ (19.54) 
Hw’ 88 38 NAUES, MENADE Aww HARA 
得 s; 
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BAT GY Bee, 
其 中 DG) GEHE, WES, 有 
Bs. (19.55) 
由 人 的 系数 给 出 
BST (1) = BB, 
Sh D) fx NC h (019.56), 上 式 积分 二 次 , 由 附注 S010, 
有 
2-28()-c(0, B=67(t), (19.56) 
其 中 98 和 人 纹 为 待定 函数 ， 方 程 (19.54) 可 简化 为 


[了 AN 2 dð | dc v 
w” + vw") + 8 { ur +) 400 


+ {29 Po ot oss turno D. (19.57) 


如 果 
_1f dð , do 
oi ruta (12:08) 
EA = Aff, (19.59) 
aa m dà do _ 6 a bi 
o Fe 386 do _ 99° Ate +.B), (19.60) 


其 中 BAR-ERER. KdV 方程 (19.53) 的 相似 解 为 
ule, £) =69(4)w(e) — $( d ath) 
em c(t) +o(t), 

其 中 6 全 入 满足 (19.59) (19.60). 

现 分 两 种 情况 讨论 : 

G) 420, 令 4= — 1. B-0, 则 有 

d= (一 4) 5, e() 00-8) ACEEA 
4 h=0, 0,—0, 可 得 
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= -$ ， & 2 4 OLE : 
ulz, t) £t Ww g= 全 一. (19.61) 


(iD A-0, 40=1,4 
c(t) -- BE -+ Oat 十 Oo 
S Q,—0, 可 得 
uls, D -w(2)—9Bi—Os — z—-z--BÜ-- Cit, (19.62) 
dV 方程 的 古典 李 群 无 穷 小 变换 为 
马 一 ax 十 有 二 7， P=st+5, C= —2outP, 
(19.63) 
Hp a. BLY 和 8 为 任意 常数 ， 


§20 某 些 偏 微分 方程 的 潘 勤 韦 性 质 


我 们 知道 , 一 个 党 微分 方程 (组 ) 的 解 可 看 作 具 复 变 元 (对 间 介 
的 解析 函数 .如 果 解 的 奇 性 依 束 于 初始 条 件 , 则 称 此 奖 奇 点 为 “ 活 
动 性 ”的 (movable); 如 黑 丝 种 奇 福 来 自 方程 的 系数 , 则 称 为 "固定 
的 ” 奇 点 ， 如 果 一 个 常 微分 方程 (组 ) 的 所 有 活动 性 奇 点 都 是 单 值 
的 , 即 仅 有 简单 极点 , 则 称 此 方程 (组 ) 具 有 潘 勤 书 性 质 ， 这 种 常 微 
分 方程 组 的 潘 勤 书 性 质 和 偏 微分 方程 有 什么 关系 呢 ? MEWAK 
明 ， 如 果 一 个 偏 微 分 方 午 可 用 反 散 射 方 法 求解 , 则 各 盖 尔 芳 德 (I. 
Gelfand)-AX HEBR (B. Levitan)- 8 kF (V. A. Marchenko) Jy 
程 相 联 系 的 利用 相位 变换 得 到 药 常 微分 方程 组 具有 潘 勒 UR 
阿布 洛 维 茨 等 人 还 猜测 ; 对 于 一 个 给 定 的 偏 微 分 方程 , 用 相似 变换 
得 到 的 所 有 常 微分 方程 如 果 具 有 潘 勒 韦 性 质 ， 则 这 个 偏 微分 方程 
将 是 “可 积 的 >， 这 里 有 必要 去 定义 和 和 常 微分 方程 对 应 的 偏 微分 方 
程 的 潘 勒 书 性 质 , 以 及 建立 它 和 “可 积 性 ”Lax Pair, 只 克隆 变换 ) 
的 某 些 联系 ， 

定义 ”如 打 一 个 偏 微 分 方程 的 解 关于 活动 的 奇 性 流 形 是 “ 单 
值 > 的 , 出 称 它 具有 潘 勒 韦 性 质 . 
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更 详细 地 说 , gts tyr | 
| ds Za rr tp) 70, (20.1) 
Xub $ed zs ons tay Kum un zs s en) WS TR 
的 一 个 解 , 则 当 w 具有 形式 


u(es, £o, t5 f.) 一 p Sub (20.2) 


um uus, mo, rn, t) JE UE (20 1) B ASE F Ces, taser, 0) AY 
解析 函数 ,a 为 负 整 数 , WROIKARAD 27 REL 08 UR IER. 
以 下 我 们 以 具体 例子 来 说 明 ， 对 于 一 个 给 定 的 偏 微分 方程 如 
何 决定 解 的 形式 (20.29).。 —— 
Coli] ARRIE O 


Us FUs = OU. (20.3) 
设 有 展开 式 | a 
und Sud, (20.4) 


Ht b= dz, 0, wala, DEEH M= Ln, t): 6, 2) =0} 
附近 关于 (z, 纺 的 解析 函数 ,将 (30. 邹 代入 (30.3), 比较 最 低 项 , 可 
a | | E 

am —1, (20.5) 
同时 可 得 ey 的 循环 公式 如 下 : 


tjoe t Cj 2)uj ad Bern [un-e t (mi) etmi 


= 6 [uj2, 44 -2(j —2)u a epe + (F-A) ust che 
+(j-2)uj-1P)et (j- 1)(- Dw PF]. (20.6) 
整理 一 下 含有 的 项 , 可 得 
$;G—2)(j-1)u— Fs, +, uo, Pr Pa Me s), 
| j=0, 1, 2, = (20.7) 
从 (30.7) 可 看 到 , 当 了 = 一 1. 人 时 ,不 能 决定 . x J a 
环 关 系 的 "共振 ”， 在 这 些 点 上 ,sw ER, je —LOSEDTUE 
AES QUEE UIS) AERE (9 70), j— 2 引入 任意 函数 ws IH 


18) 


容 条 件 ” 该 条 件 对 于 函数 ($，wo, x4) 要 求 (20.6) 右 端 恒 等 于 0. 
对 于 伯 格 斯 方程 (20.4), 由 (30.6) 可 得 


j=0, u= —Acd,, (20.8) 
j-1, ptugpe= oor, (20.9) 
j=2, (ib. - 05, -0. (20.10) 


FH (20.9), 相 容 条 件 (30.10) 在 j—23 上 是 恒 等 地 满足 的 , 因此 伯 格 
斯 方程 具有 潘 勒 韦 性 质 ， 进 一 步 , 车 引入 任意 函数 


tig = 0, (20.11) 
BER 
wit wu, = Oc, (20.12) 
则 
w-0, je. (20.13) 
此 时 , 我 们 可 得 到 伯 格 斯 方程 的 如 下 页 克隆 变换 
u= — 20 Se tus (20.14) 
Au, a) 满 足 伯 格 斯 方程 , BL 
$:+-ube=o dee, (20.15) 
34 u;—0 时 , 可 得 到 Cole- 霍 普 夫 变换 ， 当 妈 = 史 时 有 
u= — 20 $e (20.16) 
其 中 
Pit bde=o Leg, (20.17) 
(#12) KdV 方程 
Us + Ue + sus =O, (20.18) 
ucd 3 ud, (20.19) 


容易 发 现 ， 当 j= 一 1， 4, 6 时 发 生 “ 共 振 ” 2$ j—4, 6 时 相 
容 条 件 恒 等 地 满足 ， 因 此 , KdV 方程 具有 潘 勒 书 性 质 ， 有 
j70, w= —12062, (20.20) 
j=l, u-12o0$,, (20.21) 
j=4, ded: + diu c 4o¢sbece— 30d, = 0, (20.22) 
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j= 8, Gat diuo — dius Cresa = 9, (20.23) 
j-4, MARAE 

aa (Pet + Puts E Pius 十 Gerxz) - 0, (20 .24) 

由 《20.23) 可 知 相 容 条 件 (30.24) 恒 等 地 满足 ， 当 j= 6， 相 容 条 件 
也 是 满足 的 ， 令 “共振 函数 


Us = Ug =O, (20.25) 
进一步 要 求 
ts 0. (20.26) 
容易 证 明 : WR 
Unt 十 Wattor 十 Otacep 一 人 (20.27) 
则 有 
由 = 0，  j23, (20.28) 
综合 之 , 有 
Ci) us = 0, j23, 
(li) w= —120?, : = '20d.,, | 
ES E EE E E T AE | 
(b) Par + Prete + GPe: =0, 
Civ) tos + lotion + Otro, = O, r(20.29) 
(v) u= -120 S +120 Lee tun, | 
或 uc12c Ing tus, | 


其 中 Us tls Barren = 0, 
M(29. 29> 14$ Kd V Jj I) DERE, 事实 上 , 从 (20.29) 
的 (liia) 解 出 Bs, 再 对 © 微 商 , D (20.29) By Giib), 4 
$,— v", (20.30) 
可 得 
(1) 6rvgg+ ust =Av, 
(ii) Qv,-Fuav, tH Avs t+ 2ovecs =0, 


\ 20.81) 
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: Zim lis da 
Ox? Pu 
K m Py 59 a, 


22, 1- Mots batty -1 aasres 一 0. 
uou Shi] Jy KAV 方程 (20.18) 的 鲜 ， 妈 有 
Wet + gto, + CUran, 77 O, 


Us dr uus + Os = 0. 
X (20.29) PR o —1, J (20.20 B (D (b) d AA te, I on 
Pe/ Pot {px} = A, (20.823) 
其 中 - 
fpe 2 (Bs) 5-0 (20.88) 
Æ oEVPRAZROB.A.Sehwarz) BR (20.32) Mobius gE 
p per. (20.84) 
下 是 不 变 的 . 令 
P= Vi/ va, (20.85) 
其 中 (wa v2) WE 
Vas = 09, V= bva tet, . (20.36) 


可 得 


ae AM UN £ 
= g tM, b gs tge E (30.37) 


[43] 布 森 内 斯 克 方 程 


ter + Buttes HA3 +A- tassa O, (20.28): 
类 似 地 , 可 得 l 
u=d? Sus $c (20.39) 


“共振 点 "为 
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j= —1, 4, b, 6, (20.40) 


从 循环 关系 可 得 
7 一 0， w--345 (20.41) 
j=1, u= prs (20.42) 


j-2. $i— Piet $ 6o + us $2=0, (20.43) 


j= 3, Pie + Prese t 2 Posts =< 263v; E 0, (20 . 44) 
j-4 (HW), 若 满足 相 容 条 件 
Sf(s-eneiddurmeP)-o (20.45) 


则 w 是 任意 的 ， SA (20.48) BAI, (20.45) 是 满足 的 ， 可 以 验证 ， 
?一 6( 共 振 ) 也 是 满足 更 为 复杂 的 相 容 条 件 的 ， 令 


woo; (j=8, 4, B, 6) 
则 可 验证 
w=0, (j>3) (20.46) 
由 此 可 得 贝克 降 变 换 为 
u-22 motus (20.47) 
其 中 Cw uo) i Æ (20.38), B. 
$ m Pre E = Papasa +Avod? =0, (20 : 48) 
Pr z lé 29rdtz = 0, (20 A 49) 
[4 4] FRERET 
$04 + Veg 3- 20,01? — 0, (20.50) 
该 方程 可 写成 方程 组 


iU,--U,,-2U*Y =0, 
i dili ica ip. (20.51) 


-iVi +V eg + 2UV? — 0, 
HPV =U*, WHA 5S RAB PER, 具有 展开 式 
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U=9 SU, V-e? SVe, 
“共振 点 ”为 
j— —1, 0, 3, 4, 
D SEERA 
U=U/e+Us,  V-Vo/otVs 
其 中 (gy, Uo Vo Ui, Vid 以 下 方程 组 决定 ， 
r UsV o — 9$ 
492U, — QU 1 = — ipto — 29,U oe — Preto 
[5 WEU + 4p 1 — ip Vo — 3p. V ve- QesV o 
4 Ua + U one + DV Ui + 4USU XV 1 = 0, 
— WV ot Voz +20 V 54+ AV 1Ui-U, 
4U 4 tUi + 202V 1 = 0, 
© —éVast View t+ 2UiVi-0. 
从 (20.55) 有 
TVo= — 9%, 
UoV 1 + VoU, = Gee, 
UsVi—VUi- — 9924+ (V oUo — UoV o2) / Pes 
| 24 (pi/ Po) = (V oU oe — UV og) / 92+ A, 


UVi--— 63] 十 (Zs) + 全 一 下 


(20.62) 


(20.53) 


(20.54) 


(20.55) 


(20.56) 


(20.57) 


和 
&(Q-ea- Kg) - 24 )-0 
其 中 和 为 一 积分 常数 ， 


[A5] FERRE. B. Kadomstev)— IR e HE XE fr HE f 


(V. I. Petriashvili) jR (KP 方程 ) 
Urt -F u? Tau + Gusara + Uyy = 0, 


该 方程 具有 展开 式 
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(20.58) 


=p Dui, (20.59) 


“ERA K 
j- =h 4, 5, 6, (20.60) 
从 循环 公式 , 可 得 
j=0, uo = — 1209, (20.81) 
j=l, u-1299z, (20.62) 


j=2, . bids +400 Peen—80$2.+ p+ usps 0, (20.63) 
3 a 3, Pet + Oprere t Pyy + Seats — quus = 0, (20 ` 64) 
j=4 (共振 ), 由 C20.63) 可 知 相 容 条 件 


2 
(dip. +10 Pree — 80 Pre + py--uspi)-— 0, (20.65) 


满足 , BE u 是 任意 的 . 
j—-8 《共振 ), m (20.64) 可知 相符 条 件 


2 
£. (het + O sees + Py T Peas 一 pius) =0 (20 ; 66) 


满足 ， 因 而 ,ws 是 任意 的 ， 同 理 ;~ 6 (共振 ) 可 以 验证 更 为 复杂 的 
HARARE. Alt, 


于 是 , KP 方程 (30.58) 具 有 潘 勒 韦 性 质 , BRA ER 
u= 120 2 1n p-I-us, (20.67) 


Rh (uu) i iE KP 方程 (20.58)。 


无 穷 维 动力 系统 


众 记 周 知 , 有 限 维 动力 系统 的 研究 至 少 已 有 三 十 多 年 的 历史 . 
BS, 已 取得 了 许多 重要 的 成 果 . 但 是 ,动力 系统 的 问题 远 远 不 限 
于 有 限 维 的 情形 。 流体 力学 中 的 滑 流 问题 ,就 是 一 个 无 穷 维 动力 
系统 的 问题 ， 目 前 , 把 贝 纳 尔 对 流 的 牛顿 - 布 森 内 斯 克 流体 力学 方 
BAM AA HAE RA, 在 保留 三 个 运动 模 或 的 近似 下 , 得 
到 了 著名 的 洛 伦 兹 模型 ， 因此 , 它 尺 是 描述 贝 纳 尔 对 流 的 牛顿 - 
布 森 内 斯 克 方 程 的 一 个 近似 、 景 近 ， 物 理 上 已 发 现 一 大 批 具 有 名 
立 子 的 非 线 性 演化 方程 (它们 属于 可 积 系统 ), 例如 , KdV 方程 、 非 
线性 藤 定 谓 方程 、 萨 险 罚 夫 方程 .正弦 -. 戈 登 方 程 等 等 , 在 一 定 的 耗 
散 作 用 下 从 孤立 子 演化 为 泥 汪 现象 (它们 属于 不 可 积 系统 )， 这 些 
都 说 明 对 无 穷 维 动力 系统 的 研究 已 势 在 必 行 . 这 是 有 限 维 动力 系 
统 的 深入 和 发 展 . 

无 穷 维 动力 系统 具有 某 些 新 的 重要 特征 ， 首 先是 存在 空间 上 
的 瀑 滞 现象 ， 即 在 某 个 区 域 产生 混沌 、 溃 流 , 而 在 另 一 些 区 域 则 不 
出 现 , 例如 下 面 将 要 米 出 的 绕 流 问题 , 就 是 一 个 典型 的 例子 , 而 有 
限 维 动力 系统 仅 研究 时 间 上 的 混沌 现象 ， 其 次 ， 在 空间 的 某 个 部 
分 可 能 产生 奇 性 集 . 例如 在 三 维 空间 交流 体 运动 中 ,. BE eB XE 
RE rot 可 能 在 区 域 2 的 其 个 部 分 变 成 无 穷 大 ， 勘 雷 (J. Leray) 
在 1992 年 就 预言 此 时 产生 清流 , 因此 , 对 无 穷 维 动力 系统 的 研究 ， 
将 为 淇 流 的 研究 开辟 一 条 新 的 道路 ， 这 也 是 当今 许多 物理 、 力 学 
研究 工作 者 热衷 于 此 的 原因 之 一 ， 从 数学 上 来 看 , 在 原来 有 限 维 
动力 系统 斯 梅 尔 (8. Smale)、 莫 泽 (J. Moser)、 梅 尔 尼 科 夫 (Meln- 
ikov) MCHA b. BARA KCB. Mandelbrot) 在 1977 年 
HET AIRS, JR TAY a (O. A, Ladyzhonskoya) HE 
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西 克 (M. I. Vishik), & I; Er(O. Foias) 、 尼 秘 拉 延 科 (BEB. Nico!a- 
enko), BCR. Teman) $&2R(J. K. Hale) 9226 (G. R. Sell) 
禾 人 已 对 某 些 具 右 耗 获 效应 的 非 线性 演化 方程 的 整体 吸引 子 、 惯 
性 流 形 的 存在 性 , 它们 的 豪 斯 多 夫 维 数 ，Fraetal HERO E T FU 
计 ， 吸 引子 的 动态 结构 ， 近 似 局 性 流 形 ， 非 线性 知 辽 金 方法 ， 惯 
性 集 等 问题 进行 了 多 方面 的 研究 ， 得 到 了 一 系列 重要 的 结果 .， 例 
如 , 黑 定 (Y, 人 uramotio)- 西 瓦 申 斯 基 (G. Sirashinsky) 7; EE B $E 
体 吸 引子 .惯性 流 形 、 饥 性 集 的 存在 性 及 其 维 数 估计 、 具 新 散 的 非 
Sei AE EA BB BE RO BRR COH . 具 耗 获 的 非 线性 波动 方 
程 . 贝 纳 尔 流 、Brussel F REER KAV 方程 等 方程 的 整体 吸 
引子 及 其 维 数 估计 ， 癌 时 ， 也 举 出 了 一 些 不 存在 整体 吸引 子 和 惯 
性 流 形 的 例子 . 

数学 上 , 现 已 建立 了 无 穷 维 动力 系统 的 重要 数学 理论 , 提供 了 
理论 研究 和 数值 计算 方法 ， 其 中 , 从 偏 微 分 方程 的 定性 研究 来 看 ， 
最 关键 的 是 要 建立 对 定 解 问题 的 解 对 时 间 # 类 范围 的 一 致 先 验 信 
计 ， 无穷 维 动力 系统 .混沌 的 问题 ， 实 际 上 是 研究 (o 时 解 的 
性 态 的 问题 因此， 对 它 的 研究 也 为 非 线性 偏 微分 方程 的 研究 提 
供 了 新 的 课题 ， 由 于 大 型 计算 机 药 迅 速 发 展 ， 可 以 期 望 在 理论 和 
数值 计算 的 绩 含 下 ， 对 于 混沌 、 溃 流 的 研究 必 将 进入 一 个 新 的 阶 
段 . 

当然 , 无 穷 维 动力 系统 是 相当 复杂 的 ， 目 前 , 我 们 对 它 的 了 解 
还 很 粗浅 ， 例 如 整体 吸引 于 .惯性 流 形 的 拓扑 结 构 , 保 守 系 统 的 混 
沁 的 研究 等 等 都 存在 许多 重大 的 型 论 和 实际 问题 ， 这 些 都 有 待 干 
今后 进一步 研究 ， 本 章 着 重 介绍 无 穷 维 动 力 系 统 的 基本 概念 、 信 
计 和 方法 以 及 最 新 的 一 些 进展 . 


§ 21 无穷 维 动力 系统 


RNS BRA AR 
"igs 


UD — P(u(t)) (21.1) 


Rie aste 
u(0) =w (21.2) 

的 解 ， 并 关心 当 #>oo 时 wt) HATTA, HH, RAAR u= 
ut) 属于 线性 空间 所 (通称 为 相 空 间 ). FQ E ES BAS, 
有 两 种 情形 需要 考虑 : 

Ci) 有 限 维 情形 , 4 u—u() E HER, 

Ci) 无 限 维 情形 , 当 u—u(t) EH = RR RARER, 
虽然 这 两 种 情形 有 许多 共同 点 , 但 它们 依然 存在 荣 些 重大 的 差别 . 
当然 ， 我 们 可 以 把 有 限 维 动力 系统 看 成 无 限 维 动力 系统 若干 有 限 
模 态 的 近似 . 

在 一 般 销 况 下 , CALL) FRM THT SH A, 即 

F(wu)- Fu). 

Mi ioo 时 ， 物 理 现象 和 状态 是 随 着 参数 % 的 变化 而 变化 的 、 我 
们 作 如 下 的 描述 ， 

Ci) SAA, Tor A24, 存在 唯一 的 定常 解 , 即 有 方程 


F,(u)=0 (21.3) 
的 唯一 解 业 = 好， 这 个 定常 解 是 稳定 的 , 它 吸 引 所 有 轨 线 , 即 有 
u(1)4, (i22) 


其 中 w(t) fb (21.1), (31.2) B EE CR, uo 是 任意 的 . 

(ii) 对 于 入 更 大 的 值 , 如 入 之 和 << 和 hz, 将 有 (31.3) 的 其 他 解 ， 
BEBE XE E ARE ub, us, c LRL ul 丧失 稳定 性 ， 定 常 解 在 和 = Xi 上 
REDE Ut) RF ER, 如 

u(t)—u$, (t9) 
此 时 解 的 极限 依 束 于 te， 每 个 定常 解 具 有 自己 的 吸引 贫 ， 并 吸引 
(21.1), (21.5) B Br GR, 

(ii) 24 AAR SIAM, 如 Aa A As, V] EAE RE MARAE, gt 

时 , 流 不 再 是 定常 的 了 ， 我 们 有 
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ult)—>(t), (t->00) 
Xbox (21.2) Boni NIE, 只 网 期 T, EU 
BD piat), (Q«t«T) (21.4) 


ptT) =p). (20) (21.5 
JERE FY RE R EA eh Vt AS E CM. J. Feigenbaum) 发 展 的 倍 内 期 
分 岔 或 拟 届 期 解 \ 参 见 如 下 药 段 落 iv). 
Civ) 对 于 大 的 入 ,如 和 s<X%<Xs， 将 产生 不 变 环 ， 即 当 fo 
时 ， 


uli) (4), (too) (21.6) 
Jh o 是 方程 (31.4) 具 形式 
pt) =g (art, *, o£) (21.7) 


的 执 周期 解 ， 子 此 9 对 每 个 变 元 具有 2 为 周期, AE o= 为 


相互 无 关 的 有 理 数 全 二 1, 3, …, n), deet, HORROR IR IB 但 
人 情 里 时 分 析 表 明 ， 它 的 行为 由 具有 离散 频率 o. 的 模 所 决定 ， 并 不 
是 真正 的 混沌 状态 . 
Cv) 最 后 ,X>Xx、 此 时 进入 混沌 状态 ,xz (分 对 一 切 时 间 完 全 
随机 ， 糊 里 叶 分 析 表 明 , 有 一 个 连续 谱 带 .此 时 ， 
u(t)—>X, (£o) (31.8) 
即 有 : (图 21-1) 
dist(u(1», X)—>0, (t00) 
其 中 X AMS A 的 不 变 子 集 ， 它 
ži F (21.2), (21.2) 形成 的 半 群 
{SE h 是 不 变 的 , 即 有 
S(0Xcx, Q0) (21.9) 
X WRE-T+ACER, hn)edC dE — EA E EFC HE BS 
Ta. 24 t ALK, ce X ERE X mST. 
下 面 举 丙 个 物理 中 的 实际 例子 ， 来 说 明 无 穷 维 动力 系统 所 发 
生 的 现象 ， 


m 21-1 
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[61] DR ihe gat 
Wo ROLE BY EE CRIR. 其中 充满 流体 , 从 底部 (y=0) 不 断 加 
温 ( 图 231 2», Baye ALY eg ie BS Cy — B; VADEQS LZ, 我 们 观察 产生 
对 流 后 的 客 理 图 象 .这 一 问题 可 归结 为 如 下 的 牛顿 - 布 森 内 斯 克 方 
Ti RR IEN, Es (E). 
(UV uv 444-7 p=e.(F -71), (31.10) 


党 
of + (wv) P-kAT =0, (a1.11) 
diy u=0, (31.19) 
2-0, 7-0, «=a it}, (31.185 
T —Ts, 4 Yr - Ü; T= Ti, y =f, (21.14) 


其 中 ap T AAR HEA IERE E E v 为 粘性 系数 ,五 为 
热传导 系数 , e。 表示 平行 于 y WBA E To>T a, B>0, K 


验 和 数值 模拟 表明 ,， 当 % D, T <M 时 , 流体 保持 静止 , PHAR 
性 对 应 于 纯 热 传导 问题 的 依 y 方 向 温度 为 线性 分 布 的 解 ， 当 < 
%< 和 时 , 纯 热传导 的 解 发 生 不 稳定 , 流体 开始 运动 , 直到 另外 定 态 
B dP SAI, 见 图 31-8, 当 229 A Os Bf, 产生 时 
闻 周 期 解 , 对 应 于 图 的 边界 开始 周期 振荡 ， 当 Ae 时 , 此 时 
图 的 边界 已 作 无 规则 振荡 , 谱 分 析 表 明 , ORNA LAB RUE, RE 
| Do TA 
2 
T5 E a T= © 
图 21-z 21-3 


[ 例 别 ”通过 一 个 球形 物体 的 绕 流 
设 在 无穷 远 处 具有 速度 为 Uo LR RT RRMA TRB 
Wik TRAA A y E (Reynolds) $y 
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2». IU. 
à= R, a 


? 


其 中 v» AMA, R AREER, SRB, Wy AR 
保持 不 变 , 增加 和 由 增加 在 无 穷 远 处 的 速度 = |) EEE E 
实验 的 第 一 阶段 ， 它 对 应 于 完全 的 层 流 状态 Ve wes E 21-4 
(让 )， 在 第 二 阶段 , 产生 定常 的 von Karman 涡 旋 (图 21-1(13)). 
在 第 三 阶段 , IET A d A, 再 不 出 现 定常 流 ， 形 成 时 间 周 
期 流 . 此 时 , E E (T. von Karman) 涡 旋 向 右 运动 并 消失 , 而 在 左 
边 作 类 似 的 时 间 周 期 运动 (图 31-4(iii)). 在 第 四 阶段 , 当 Ua 很 大 
时 , 卡 曼 涡 旋 消 失 , 在 右 方 作 元 规 的 拟 周 期 运动 . 最 后 ， 在 第 五 阶 
段 , 对 于 大 的 口 。 在 球 后 处 于 完全 的 注 流 状态 (图 21-4 (1v)), 此 
时 ， 整 个 流 对 一 切 时 间 都 是 不 定常 的 ， 即 出 现 数 学 上 定义 的 吸引 


图 21-4 


$22 无穷 维 动力 系统 的 某 些 问题 


本 节 继 续 介 绍 无 穷 维 动力 系统 的 一 些 问 题 ， 一 般 来 说 ， 它 们 
是 具有 耗 散 的 非 线性 演化 方程 ， 当 耗 散 为 0 时， 它们 是 可 积 系统 
或 近 可 积 系 统 , HAMETE, BR RAID HR, 这 些 物 
理 问题 最 后 将 进入 混沌 状态 , 

1. 具 阻 局 的 各 非 均 义 介质 的 苹 险 罗 夫 方程 组 

— HERE IGS RAE 


$8; -- 8g, —n& — 0, (22.1) 
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Mt —Nee= [8'2,, (22.3) 

其 中 efx, OBS SUE OB HE ESO, ale, DERENG Rw 

HO, 1972 ERI P JEU REM C7] 6 28, JE TIT TZ RIO 

SET fit, Rt ERE TROT Run Ze uk At EE p: 89 dr RE DUR 

A. AARAA Fab Fi ty DNA 模型 上 ， 它 能 从 简化 的 双 

流体 方程 作 某 些 线性 化 处 理 而 得 到 . 1982 年 G. D. Doolen'?91 等 
对 于 一 维 具 阻尼 和 陈 动 源 的 萨 哈 罗 夫 方程 ( 铺 里 叶 变 换 后 ) 

i [3 + v, (5) — k] Eni) =r Baw + 8x), (33.8) 

[82 4 2v,(£) +] u(t) = — &* DE Bw (t) (232.4) 


进行 了 数值 计算 , 共 中 v。、v; 分 别 表示 电子 .离子 的 阻尼 率 ，Sx(t) 
为 驱动 源 . 对 于 具有 周期 边 界 条件 的 问题 (22.3)、(232.4), 用 64 
1024 个 模 进 行 计算 . MRA HR: 


(i) RT 
vena, 当 B a 时; 
so 当 | bi > hay 时 ， 
HE ve oo Kar 均 为 确定 常数 ， 
Cit) AF Ri 
E pe = e 当 |! < bar Bh 
` vh) = ve = WAO, 24 |&| > kar 时 ， 
其 中 vw 为 常数 
Qi) Rew 
1 
vogex(t), 当 || < Rar 时 ; 
so «Tr x [b| ae 时 ， 
其 中 £O HREM E 
经 过 大 量 计算 , 对 于 5 个 模 ， 


¥y=—0.025, v=0.05, »,=0.005%, kir=0.2, 
数值 结果 吉明， 由 孤立 子 和 混沌 共存 的 局 面 逐步 发 展 成 为 完全 的 
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RERS. BD22-1 表示 在 r, 上 平面 上 相等 | 如 (ww 0|? 的 围 道 ,5 
个 模 , ae = 0.2, HERI, v= —0.025, v=0.05, »,= 0.005, L= 
64, W —0.18. K 22-2 ERIE W 和 李 雅 普 诺 夫 指 数 五 WK 
Rm BP x RREFEN, “HARR bae = 0.27), "S" RMA 
FH. 
1989 年 鲁 宾 孙 (P. A. Robinson), 48 (D. L. Newman) 
对 于 具 阻 尼 的 非 均 匀 介 质 的 二 维 萨 哈 罗 于 方程 组 
V(48,- V* --ir)e — V (n&) + S.Ct), (22.5) 
(01-- 20,50, — O?V3)n- v?|e|* (22.6) 
在 加 入 不 同 的 外 源 下 进行 数值 计算 ， 发 现 了 混沌 现象 ， 其 中 7 为 
BAN CL. Langmuir) 阻尼 算 子 ,为 离子 声 阻 尼 算 子 ; 0O, AATF 
RE, 注入 的 外 源 项 为 (在 候 里 时 空间 上 ) 
fy Es, 当 k= kha BT; 
wo- "PH 
其 中 BARRE OBE A, bere 分 别 取 如 下 数值 
(i) b=0, n7 —1.7x107*W,, 
(ii) = 0.066%, a, m= —1.7 x10 Wp 
(iii) b=0.226k, Œ, m= —1.7x107*W,, 
RE k We 均 为 物理 常数 .计算 结果 如 图 22-3.22-4.23-5 Eom. 
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cid dv). 
W 22-3 Bnei EASERR 
ky=0; 为 一 一 工 了 7X10-4 全 3 
(G) CORNET MRE (i) Pia 随时 间 了 上 的 发 展 
(iii) [E| 的 实 空间 配 道 ,表明 演艺 的 强烈 替 缩 . 


din 

WM 22-4 BIS TR, T. 2.23X 105, 

G) log lh’ 0 /W (h) max]; GD logl | yel / rs max]; (HD) W/W ax, 
FF max=0.044 (iv) —n/(—5)maex, (—) max =0.026 N, 


Gv) 


| HE E d 3 一 
19:07» | 1 Waar | | ] ae 
4 i MEME ia 

| f E | 
a y M n4 ATE 
PV Ñe p li | "ou 


) 10- si "Sp 


22-5 FRB BEARER 
k,=0.066Kp 2, ry -1.7X10-4 Ig, 
G CORN 的 发 展 
GD Fomu 随时 间 二 的 发 展 
Git 能 量 计 的 时 间 平 均 Jlog[W (Re) /W (RD max], 
2. 具 阻 尼 的 非 线 性 葡 定 证 方程 
iletre) + esst (|s|2— | a] e — 0, (22.7) 
Hoh r AERP, Flrelar(hen(6), leli ER [elie 的 
FH, GT (22.7) RRR 
a(x, £) — ae (t)exp (é(Koz — aot) ] + es (D exp[é (Bit — ct)] 
t 8e(tjexp [i hax —«5t)], (32.8) 
Hn 254 oF =ki(o=0, 1, 2), 将 (22.8) 代 入 (22.7), 化 
为 关于 9600 ,e1(5) e278) 的 三 个 常 微分 方程 组 . D. A, Russell 和 
B. Ott 进行 了 数值 计算 ， SRR RAO, SHR 
引子 以 及 从 混沌 到 周期 解 的 切 分 分 等 ， 
XUL REFERS 3E TEE AE 19 7 EU 
igit eet |g|*q iulat Gee) — ir |gl*, (22.9) 
当 nor«1 db, 可 找到 它 的 孤立 子 解 : | 
Aa exp [i453 可 piu vt, Soe ot) 


gaz, 07 Ivan vt) ? 
2 


cosh 


其 中 Ag= ^I nes YS ;2 为 孤立 子 传播 速度 ， 当 per~i 时, 数 
值 结果 号 ze Ug IER EUR AR. 

3. AR FY FE. Hi NL ACH 7E RE 

1978 4: BC (Y, Kuramoto)7099? ve rz ky S" cz BEBO E BIER H 
以 及 1977 gy FQ Hr BE e AS RE A UL UR 7] 578 E. 49 E 
中 ,分 别 独 立地 得 到 如 下 的 KS 型 方程 (32.11){ 其 中 8-0 v=), 
后 来 ， 又 在 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 分 岔 解 中 ol 和 粘性 膜 流 yo 中 
得 到 这 类 方程 , 

KS 型 方程 


$: + id T vp + age + Bói + TOssez = 0, (22 * 11) 


其 中 070, 70, 070. 4 由 一 忆 由 (32.11) 对 % 微 分 ,得 
Us + uot PU-+ Otter + Store + aces = 0, (22.12) 
其 中 7 RR FUR TERRE, > 为 线性 阻尼 , a 表示 色 扩 散 , 8 表示 色 
RRR. + 
u= greto (22 .18) 
则 可 得 到 色散 关系 
o= —y+ab*—rit+ igh, (22.14) 
BR, 当 Reo>O hý, u FERIIS) $ BK; RZ, Reo «0, 出 受到 阻尼 。 
BA, 当 
ror E (c 为 实数 ) (22.15) 


时 , 为 线性 稳定 ; RZ, 为 线性 不 稳定 ， 当 "一 0 时 , H 
B ssa MU P RU ea^" Tosca; (22.16) 
可 得 到 孤立 子 解 
u(a, t)=No+N sech? (22) (-- f (2704+ -w)at)], 
(22.17) 
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tt NeN(GO cost, NO BENE 


aN ám (2B r2 22.18 
38 - (iege) Coe 5 -wy. ( ) 
反之 , 如 
B Uren ~ Uug S OU aon TUgeces (22 .19) 
出 得 到 混沌 解 ， 


1987 年 尼 科 拉 延 科 (B. Nicolaenko)# AU? 对 如 下 的 KS 型 
方程 


dod du FH!) (Gs) 0+ Bp—0 (22.20) 


的 周期 间 题 : 
platam, D-d(m D,  plo= polz) (22.21) 


进行 了 数值 计算 , Hop aea (ZY, 8-457107, B 4g( E) 


5=0.0025, 8—0.1, L HA d 38, 得 到 如 下 的 数值 结果 : 
29-a«43.D, 周期 稳定 , 趋 于 不 动 点 , 不 产生 混沌 . 
43.5<a<58， 阵 发 混沌 同 宿 环 . 
58<a<78, ARE, 整体 吸引 子 为 不 动 点 . 
78«a«94, 混沌 JU. 
94-.a«128, 周期 稳定 . 
128<a<149, iE a. 

a= 88, i 的 各 种 不 同情 况 , 分 别 如 图 22-6 p] 22-10 BER, 
Ba o: 的 变化 , 5r ee TAY ES UL ER] 22-11, 
1989 年 S fL OEC (D. Holemes)779 等 对 如 下 的 KS 方程 


ts + eeo + Uae + ru m O (22.22) 


的 周期 问题 
ulot L, D -—u(v, ©, ule, 0) —u(2) (22.28) 
RAB ABTA, RÍO ILdE(B. G. Gelerkin 方法 ， 
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22-6 o TÉ 010.512 


W22-9 0.126«1«0.038 图 22-1D 0.8382<¢<1.340 


即 对 解 作 傅 里 叶 展 开 
u(z, t= S a (0 le), (22.24) 
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aii bila) eem quat, (22.25) 


$$(22.24 {CA (22.220, 0] 
a()-T(1- Dao E ja- Dama, 


(22.26) 
其 中 u-i). agnus UHR Ts lal 
$ A 
不 动 点 Hie 


- 
ar t ! 1 - 
E ; CURE g iesu MEN 3 
i 
C L i 


GBÜENAHN od EN RUE 


- 
> 
a 


B 22-11 4. RAR a RE) 


-= LM 
Š we 
" 2 E 
IRE 
4 4X p 
V3 
Mad 
Le -—-RBITMR qoos cadem 
1 tt 4 pr^ 2 5 
a 
ther amm 
E dd uc 
gu 
mee A poate 
r ^ ps 
T dy 
+ Pipe 
i PR d rH dose pene. 
b 


22-12 dH U RREZ GD ERIT 
PHAR ds, ABATE R EE, RAR 
GEB SAH Rue, A RPEN CR BE PEER 
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Ba pe ZEAE SSE EL, 如 图 22-12 prom. 

4. RBM dik Wh IE XE UTR 

HENBRE(B. D. Josephson) 44" 等 许多 物理 问题 中 , fà 
出 了 具 耗 散 和 强迫 振动 项 的 正弦 - 戈 登 方程 

Gu — Peat sin 而 二 8 四 一 7 sin ot, (22.27) 

毕 肖 普 (A. R. Bishop)7*2(1983) , IÆ (O. H. Olsen) 8"? 
(1986) 等 提出 ; 当 e r 很 小 时 , (32.27) 的 孤立 子 解 是 存在 前 , 但 其 
孤立 子 速 度 是 变化 的 ， 孤 立 子 靠近 平衡 态 是 振动 的 ， 当 sr 较 大 
Bj, 出 现 混沌 现象 (如 图 22-13 Bra) ， 


(D eTe0.3， 具 周 斯 解 的 结果 Gi) eT —1.0, AA ERA 
Riis. 
22-13 S0 方程 具 所 期 条 件 的 解 Gr, DON SSR 
其 中 和 一 0,2) w-0.6 


8 23 整体 爱 引子 及 其 豪 斯 多 夫 、 分 形 维 数 估计 


本 节 将 引入 无 穷 维 动力 系统 中 的 非常 重要 的 一 个 概念 一 一 整 
ERIT, 叙述 整体 吸引 子 的 存在 定理 以 及 对 其 豪 斯 多 夫 维 数 , 分 
形 维 数 的 估计 . 

定义 1 d EPA. SQ) HERAT, WASH: 
H— E, S(t--v) - S(t:S(v), Vi, c=0, S(00- IGE SAT). 38 
RRR o CE WR. 
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CG) RER MEERES 作用 下 为 不 变 集 
S (7 — ef, Viti>0 (23.1) 
(ii) 吸引 性 ASIE —UUCRNA SS WMA B 
CLA 
dist(S (B, of) =sup inf |S (a-yo. i-»oo 
: (23.2) 
特别 地 ， 有 当 foo 时 ， 从 wo HRA — WEL S Ou KRAFT o, 
BUR 
dist(S (£)uo, A )-»0, too (23.8) 
那么 , 紧 集 .% 称 为 半 狂 Sb 的 整体 吸引 子 . 
整体 吸引 子 的 结构 是 很 复杂 的 ， 除 了 包括 非 线 许 演 化 方程 初 
值 问题 
HO  P(ut)), (23.4) 
u(0) = uo (23.5) 
HRPE Au, Flu.) = 一 0( 可 能 是 多 重 解 ) 外 ， 还 包括 时 间 周 期 
的 罗 道 ， 拟 周期 解 欧 轨道 ， 以 及 分 形 .奇异 吸引 子 等 ， 它 可 能 不 是 
光滑 流 形 , 且 具 有 非 整数 维 数 . 
为 了 给 出 整体 吸引 子 的 存在 定理 ， 我 们 需要 引进 吸收 集 的 概 
念 . 
定义 多 对 于 有 界 集 BCE, SERO 使 得 对 任何 


BAR BOE, d 
(HBC Be, (vito) 
(23.6) 
WK Bo 为 吾 中 的 有 界 吸 收集 
(如 图 23-1), 图 23-1 


E 1"U9 BEHESHE, (OD. £20) 为 半 群 算 子 ， 
SG): E—E, S(t 3v) -S(0S(v),1,77:0, S(0) = 工 其 中 工 为 
恒 等 算 子 ， 设 学 群 算 子 8 满足 以 下 条 人 忻 : 
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(i) SHAT SOR E (rp — EUH SL, 即 对 一 切 >-0， 存 在 
常数 OCR), 使 得 当 ul cR RT 
ISQe@l.<0(R), ViC[0, oo) (23.7) 
Cii) FE Bp yy RUE By, (23.8) 
(ni) 4 £0 时 ,Sb 为 全 连续 算 子 . 
则 半 群 SG 具有 紧 的 整体 吸引 子 of . 

WEL MEAAGDP WAR RR Bo 改换 为 存在 紧 的 吸 
收集 合 Bo， 则 条 件 Ci 让 ) 中 5 的 全 连续 性 可 改 为 SQ 为 连续 算 
F, 这 时 定理 工 仍 成 立 ， 

附注 2 可 以 证 明 上 述 的 整体 吸引 子 of 为 吸收 集 Bo B otk 
限 集 , 即 有 

wf =m(Bo)= N [JS G) £e JS @) Bo, (33.9) 


H HAREE ER. 

另 一 个 常用 的 吸引 子 的 存在 定理 为 : 

EBS 设 吾 为 巴 拿 赫 空间 , HAT SORE. 设 
TidE— 3T f& V - E 30 UY 中 的 一 个 有 界 集 2, 19 Z EU p 
是 吸收 的 .又 设 满足 条 件 ， 

(O 算 子 SG 对 充分 大 的 所 是 一 致 紧 的 ， 即 对 每 个 有 界 集 
B, BE 6-602), RB 

uod (23.10) 


de E PEARS, R 
(3) S(0) 2 8:0) +S), 其 中 算 子 S.C) 对 充分 大 的 是 一 
致 紧 的 ( 即 满足 条 件 (33.10)), BF S20) XE EUM, So(t), E 
召 , 且 对 每 个 有 界 集 BCE, 
ralt) —suplSa(t)pl 20, (33.11) 


WE i) o AR AR Seo BRENT, ERY 中 的 有 界 
集 ， 它 是 在 多 中 的 最 大 有 界 吸引 子 , 且 当 SRR, WR 
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因此 , 要 证 明 整 体 吸 引子 的 在 在 性 , 就 是 要 验证 定理 工 或 定理 
2 的 假设 是 否 成 立 , 最 主要 的 是 : 
Ci) PRES SOMA. 
(1) 存在 一 个 有 界 或 紧 的 吸收 集 , 
Qi) S(t) (20) 为 全 连续 算 地 或 满足 条 件 (23.10) (或 条 件 
(23.11)). 
为 了 对 整体 吸引 子 的 几何 性 质 作 最 简单 的 刻 则 ， 我 们 可 对 它 
的 察 斯 多 夫 维 数 .分 形 维 数 作 一 些 估计 . 
定义 8 BEX HRMS AM By 
Hule, d) = lim ug CX, d, 8) 
-su WX d, 8s (23.12) 
其 中 
tin(X, d, 8) 一 ip Bri, (33.18) 
这 里 inf BM — UE oS A 的 半径 rex S 的 球 而 取 的 . 存在 一 个 数 
d=da(X) € [0, +], 使 得 
Ia CX, d)=0, d dg(X), 


Ma(X,d)-eo, d<dy(x), 919 
Wl da X 229 f£ X HRMS de sd, 
EMS 集合 不 的 分 形 维 数 为 
dy (X) lim sup Dersle), (23.15) 
s»0 log — 
Xp axe) WHY 的 半径 入 a 的 所 有 球 的 最 小 数目 ， 易 知 
dr(X)=inf{d>0, n» (X, d) =O}, (33.16) 
其 中 urZ, d) = lim sup a?nz(8), 
因为 H(X, d) na CX, d), AA 
da (X) «de( X), (33.19) 
现 考虑 初 值 问题 
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parcere t>0, (33.20) 
aL (0) =tio, (28.21) 
其 中 PU HARRAH Fu): BOR, HS, WHE 
hj us C E, VERRE RC) CH. RAS Guo EE X BI MLR 
(28.20), (23.20 AREF, 
设 FARERI F, EE. REDERE 
[a -P(S()u)-U(), (23.28) 
v(0) -£ (23.238) 
对 每 个 wo MECH ATM, 最 后 设 SC 人 ) 是 可 微 的 ， 具 有 导数 
LG, Uo), 定义 为 
L(t, w) E-U), VECE (23.24) 
且 口 (0) 是 问题 (23.29)、《33.28) 的 解 ， 因 为 (23.22) 是 (28.20) 的 
一 变 分 方程 , 以 上 所 作假 设 是 很 自然 的 , 而 且 也 是 容易 验证 的 . 
对 于 固定 的 to © Le, 设 £i £s, Tee £; 是 p 中 的 了 个 元 素 ， 令 
Dai，Dz(D，…，Uv 人 是 组 性 化 方程 (33.223) 具 初 什 
U,(0) =; U2(0) —És tty U,(0) =; 
的 J 个 解 ， 通 过 直接 计算 , 可 得 
EUG) ^ AUS Vis be CP Qu) +s) Us) 
NU, f, -0, (23.25) 
其 中 F’ (w(t) = FS (tue) ERTE WAM UF'QU, w= 
S (us 是 问题 (23.20)，《33 .21) 的 解 , “人 ”表示 外 积 , tr 表示 算 子 
的 迹 ，@y KA Lo AU), Ur), +, UO 所 成 子 空间 的 直 交 
BE. J 维 体积 人 六 为 : 
w(t) += sup sup ITDA e ATO ss, — (23.20) 


容易 验证 OORT t BERN, 即 有 
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c£) xz oo, (Vt.iz90) (23.27) 
因此 
limot) =M (Vj, 1<i<7) (23.38) 


是 存在 的 。 由 (23 .25) 可 得 : 


HH,<exp{gr}, (23.29) 

其 中 
g: — lim sup gy (5, (23.80) 
qo ap snp {3 [. ier t$ (x) ue) Qs (2) de, 671,2, ^. E. 
(23.81) 


定义 5 一 组 数列 Aj, Ao, TUS As 定义 如 下 ， 
A= Ils, AA = Ha, "s Arr HS, 
或 者 


‘Ave Th An qm | m2, (23.92) 
m-1 


4s Tim (226), ait) oy, m2, 
We An 为 在 集合 4 LHS GE — D K MESE 称 


Hin = log Am T 
为 相应 的 李 雅 车 诺 夫 指数 、 出 (33 .39), 有 
pact Be t rg. (23.88) 


定理 8 在 以 上 关于 初 值 问题 3.20), (28. 2D apne 
(23.22). (23.289) RT IEEE ZZ I, LIRE EIS mH 4970 有 
gr) -8«0, (Viet) (23.34) 
则 体积 元 4Ui C) A AUG) uon, 4 0900 时 指数 衰减 ， 对 ww 七 
A, és, és», vts £i € I» 一 致 有 
Ii) Avs AU QM mz 
« Ui) Aves AU (to) hares exp( —8(1 —19)). 
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TR A XTCOERE SQHAERRER, UK jy 


0<0 (23.85) 
成 立 H,— 4,42 Ad, pit ueb ps0, 由 此 推出 
Ag, (23.86) 
即 
B9, (23.87) 


定理 天 PARAIRE BAL H (23.20), (23.21) 
存在 整体 吸引 子 ， 它 在 HOLAR, WARNER A23 .22), 
(33.23) 是 可 解 的 ; 申 初 值 问 题 (23.20)、(23 .21) 序 确定 的 半 群 算 
FS (uo 是 可 微 的 ， 如 时 对 于 某 j，(33.30) 式 所 定义 的 
g,«0, (28.98) 
则 整体 吸引 子 4 的 豪 斯 多 夫 维 数 和 分 形 维 数 是 有 限 的, 且 4 的 豪 
斯 多 夫 维 数 <j， 它 的 分 形 维 数 小 于 或 等 于 
j(1+ max (0), (28.89) 


lsti- 1 Gi, 


设 五 为 希 尔 信 特 空间 , XCH WER, S 为 非 线 性 连续 映射 ， 
S:X—H,fs 


SX-x,. (33.40) 
MEET VEX, PEREAT LU) CL (T). B. 


Su Sv— Ikulu vo) | 


sup —0, e>0, (23.41) 


oe T uo] 
四 < LV 一 由 «6 


our EC) ean +o, (23.12) 
sup ox(L()) «1, x» XT d>0, (23.48) 
其 中 os (D) = Cos (D), dents, 
BO He (23.40) ~ (23.43) 2 T, X 的 豪 斯 多 夫 维 
数 是 有 限 的 , LD FRET d. 
和 牛顿 - 布 森 兴 斯 克 方 程 展开 三 个 模 我 们 可 近似 得 到 阁 伦 兹 模 
型 , 所 满足 的 常 微 方程 组 为 ; 
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y= ou—y—zz, (33.44) 
z= —bz4-zy— b(r-- 0), 
其 中 o>0, r>0, 571, SüEw()-(2(), yG), 2(0)35 too 
时 保持 有 界 ， 由 《33 .44) nq fg. 


[4 {*+oa?+y?+ b2%=b(r+a)z 


[i —gev-96y, 


F $ 
<O- Dt Cro), 
£ jul +E uj? « xin (rto, 
t=min(1, ii 
fut) P< iu (0) |*e7?* 4. a Won toy 
*(1~exp(—2¢#))). (33.45) 


由 此 可 得 


lim sup !u(t)|<po,  po= Orta) (33.46) 


avi- 
因此 看 在 吸收 集 BO, p), LO 为 中 心 半 径 为 p>po 的 球 ， 事 实 
E 如 Boy F5 中 的 一 有 界 集 , 则 

A uU A e), GARS) 
其 中 tC Bo) = le p Som ; UXH R X Bo 的 直径 ) 。 


Perd 球 BO, er HA 
S(2) B(0, pe) BOO, p). (20) 
由 估计 《23.45) 很 容易 验证 定理 2 的 条 件 满 足 , 因而 存在 洛 伦 效 模 
XU DRE S[T. 
PATEK Gis TT fea RSL HRMS HOME, 改写 (33.44) 为 
u= Fu), (23.47) 
其 中 | 
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oz 一 Gy 
F(u)= F(z, y, 2) = n } (23 .48) 
bz~eyt+b(r+o) 
《33.47) 的 第 一 变 分 形式 为 


a. F'(u)U, (88.49) 


其 中 F(a) A FB 3:858]. 
— F'(u)-U = AU + AU 4+ B(u)0, 
c 0 0 :0 —o 0 
A,= 上 1 o) afo 0 o) m) 
D 0 b 0 0 0 
0 0 0 
e| g 0 Vu= (a, y, 2) C RP, 
—-g —æ 0 
现 考 虚 初 值 问题 (33.47) 具 初始 条 件 
U(0)-£, (£C R*) (23.51) 
其 中 f= (1, £s, és), U- (Ui, Us, Us). 
考虑 二 维和 三 维 体积 元 的 变化 


£|U,AU2AUsb= JU NUS AUs| iz F(u), (23.52) 
U1 AUa| = |U, Aei te (¥"(u)-Q), ^ (23.58) 


HF =Q, uo, 51， 62) 为 Rs 空间 在 UG) UOS RE 
ZEB, B (23.50) mA 了 F'(W) 的 迹 为 — (o--b--1). 由 (23.25) 
可 知 
|Us(£) AUS) AU) | 
= | A2 Agal exp( — (a-- b -- 14), (23.54) 
因而 对 于 洛 伦 兹 方程 ， 三 维 无 穷 小 体积 元 随时 间 指 数 豪 减 ， 册 
(23.49), 有 
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aup TO UDF VA) expl- let 84-190), 


gE 
Ifeli, 2,8 (23.53) 
walt) = e- (o t nn, (283.56) 
Addy- lim ex (1)! Lr), (23.81) 
Hat Mat pa — (e 2- 54-1), (33.58) 
其 中 us Az, As 和 a, ue, £s 2373 EARTH- SC TEE 
普 诺 夫 数 得 李 雅 普 诺 夫 指 数 , 


类 似 地 , 从 (23.15) 有 
IU. (t) AUCE) | = 1& AEs lexp f Cir (Q0), QCoDde. 
(23.59) 
WM £^ £70, W |U,(0) AUsQ) | 0, 此 时 设 92,902.95 29 FC 的 正 
交 基 , 使 得 Pi .gs A [Ux (0), Us (0)] BEST 25 [8] E09 8E p c, 则 
tr(A;+ Ae) Q=tr Ay-Qrilitbio—m, 
Hop m= max(1, b, T); 
te(B(u)-Q)= SB Qe), 
其 中 9. (2, Va 7), 于 是 有 
tr( B(u)-Q) = emiy ay) = — £23 Ys t Tets y, 
[r( Bu) Q) &las| V yita Vy? +2? 
<v atyte v y te 
< 二 /FT <E lul, 
由 《33 .42) 对 t AAK, tt), 
| brt+a0) — 
tr( B(u)-Q)> wey 8, 
其 中 5>0 充分 小 ， 因 此 
Ist) AUSQO | Sea Agelexp(Ga+-8)é), (23.60) 
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其 中 


A (20.61) 
IN’ IG i) 
sup U(t) AU2@) | Sexp( (he +8)t), iti). 
PEUT 
(23.62) 
因此 ， 

c»(f)«exp((b--8)5), — t2»4(8). (283.68) 

E 92-0 fF E] s tox, 7H. 
4,45 — lim on(t)? <exp ke, (23.64) 
pat ua S, (28.65) 


4 d-2-8, 0<8<1, t>h(8), E 
#(S) = —S(o--b--1)--(1— 8) (p+ «0, (28.66) 
则 从 C23.55) 和 (33.63) 有 
walt) SWE WI <exp(k(8)4) <1, 
由 定理 5 可 知 洛 伦 兹 吸引 子 4 的 豪 斯 道夫 维 数 气 9， 只 要 (23 .66) 
成 立 , 即 


82 十 人 
Dl (38.07) 
因此 
ia(4)<9+- a a (28.68) 
十 必 十 1 十 让 十 全 
因 5>0 为 任意 小 , 推出 
dy(A)<2+—— p (28.69) 
由 此 可 得 . 
定理 6 设 
970, r>0, 6>1, (28 .70) 


WERRRIT A 的 豪 斯 多 夫 维 数 是 有 界 的 ， 如 不 等 式 (23.69) 
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所 表示 ， 其 中 m= max(l, b, oy, 
i a 10,7 = 8b = 3 ROR LD, M 
dg (A) «2.588, 


$24 HME KdV 方程 的 整体 吸引 子 


及 其 豪 斯 多 夫 维 数 估计 
我 们 考虑 如 下 具 阻 尼 的 Kav 方程 
Wt uus Upea vo f (24.1) 
FLA AE 
u(z4-L, t)=ulv, t), VzCR, £20 (24.2) 
u(a, 0) =u) (24.3) 


的 整体 吸引 子 的 存在 问题 ， 其 中 v0, Fle, DX EAE KDE 
WBN, 4 ule), f(x, DIMI, [BE O4.1), (24.2), 
(34.3) 的 整体 解 是 在 在 的 ， 当 .Jf(w, OSRK, 或 是 所 的 周期 函数 
时 , 问题 (24.1) (24.3) 形 成 半 群 CS) uo, MA 
SO)=I, Sitt) =S aS Ge), YHER+ (24.4) 

容易 证 明 , RAT SOBRE, H°(Q)>H*(Q), Q= 
[0, L]. 

DTRNEA RUA [0] 6 (24 1) ~ (24 .3) EF E W 
— SUC E, 以 建立 吸收 集 , HBR RAF 19 fe 4E TE, 


$24.1 api é 4j — E 65A Re Ht 


5} Gill LAR -F- 
Mou) = 2u, (24.5) 
M Cu) =: uee tu”, (24.6) 
At;(u) = = Uses + Gitte, BU2 + (24.7) 
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Fe UL (24.1), 可 得 如 下 的 “能 量 方程 上 


Z furet [came - 2 fada o, (24.8) 
a (fj. 2. 8 
or {( ue A Je [catu us) 

M fu?-2fus)das- 0, (24.9) 
d p 2 2 ut 
ef [gi oet T n 


«ft» (2 Uze + Bu2ubco 十 Suus + ut) 


+ faete t OUf tent Bf e Fulda, 
(24.10) 
9381 i$»—0, fc H?, 则 存在 常数 p= plL, v, Ifj) 
使 得 对 任何 R70, FE TR), HEB 
| 六 (的 zola<pa Vue Hz, |uocls B, Yi>T:(R), 


(24.11) 

其 中 bes $ Lho lotto f| DS l'as, 换言之 ,在 minm 
球 

B;,- («€ H?, |\vl|2<p0} (24.12) 


ERSO 的 有 界 吸收 集 ， 即 对 每 个 有 界 集 DEL, 存在 
TCB), $E 
S(t) BC- Bs, (Vt2mT,(B)) (24.13) 
证 明 我 们 用 (34.8) 得 到 [S Cruel, (24.9) BI 1S Guolis 
最 后 由 (24.10) 得 到 18(t)wols， 先 由 (24.8) 得 到 ， 
-$ |ul$-+2r|u|8<2/ fialulo, (24. 4) 
因此 
ISCt)uslow woloe "t+ flo(1—e-)/», (4.15) 
这 就 表明 Su 在 Ls 中 是 一 致 有 界 的 , H 
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[Sltuoiox2i fiov. — t ouo), (24.16) 


其 中 
ouo) ~ log ole ; (24.17) 
d (31.8), 4 
plu) = f(u- as, (24.18) 
P(t) 具有 下 界 
pues - |ul1-— a KIR To Lus, (24.19) 
这 是 外 证 
| jas tale uit. (24.30) 
利用 估计 式 
T d 
lei, sup le(s): < loli #(2lol+Fivle ) ， 
(24.21) 
因而 


Fe 1 
fut ao| < |ui (auli +E leio)? 


<v Z jula +L juli, (24.22) 
再 利用 Young 1 4X, 有 


1 
3 i 12 25 ' E -$ 8 
we da Sg lelit iuto tL |u18. (24.23) 


为 了 估计 《34.9) 式 的 第 二 项 , THES X repute ER, 其 


JE lulj- ofu Sda+ [(f—2feu)da. (24.24) 
再 利用 (34.23) 林 得 : 


10 -4 
£7 luit- By SD ig 


—|f 1-1ul$—2|flilula, 
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de (24.25) 
(24.9) Pt jj 

Deu) + vp(u)= —£(u), 
Hy (24.15) Al (24, 25) BY 4B, 


IPOD 5 vou) <E (u)! + Ea, (24.26) 
m 35» » vL! 
Kio) — | fl -luo|8-- 7 [uo] 5 + 3 14918, 
— (24.31) 


35 2 o1 
K, 671 fite fiel fle + AP fle v8 
i 
+Š Li. (24.28) 


AER (24.26) FL e, 并 在 [0, EMD, 可 得 : 
p(ult)) < (pluo) + Ki(uo)t)e" + Kad eo") v4, 
. (24.29) 
Hy (24.23) n] (3. 


elu) «5 lt L3 voto Lut 


Eie] et4- Be t 
注意 到 不 等 式 (34.19)， SOR C SD ES Jul) la= 1S (wi 
当 pco 时 保持 有 界 ， 再 利用 (34.16)， 我 们 可 找到 : p14 一 Pilv， f, 
L)f Tito) (ERB luola). 使 得 

18 (uoa pr, VizTi(u) (24.81) 


(24.30) 
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引入 

di(u) - > luli [fae ~ Suit bdo, (24,52) 
dg (24.10) so IR 

De dee) + be) = — ni), (24,23) 


在 此 式 中 ,出 tu) 的 主要 项 是 号 ju 对 而 oo) 是 有 界 于 Oei) t, 


因此, 可 类 似 合计 得 到 (34 .11). 
Hy oe ur 19:8], 
TRI 集合 
f ~ (Ba) pH U S@)B: (24,34) 
ih » i3 
1. xk DP PLEAS AK, 
2. SOS =f, 
3. MRT AAR BCH, 当 too RS SB fk H? 
BHF A, 
其 中 在 (34.34) 中 记号 “一 一 ”表示 依 A? 弱 拓 扑 取 闭 包 . 
现 转 为 舍 计 吸引 子 的 维 数 ， 考 虞 如 下 方程 一 一 方程 (34.1) 的 
第 - ` 变 分 方程 ， 


M+ (uo) ot Ves tv =0, (24.35) 
o(zd-L, t)  o(z, 1), VzCR, Vt (24.36) 
vle, 0) = w(x), (24.37) 
Ml uA LA ul) - SQ), tCR, v CH? B 
vle) € H?, (34.38) 


WX ue L"(0, co, H?), 容易 证 明 线性 问题 (34.85)~ (24.38) A 
有 
vE L^(0, co, H1), (24.39) 
我 们 可 证 明 线性 映射 
(DS (Juo) v= wt) (24.40) 
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ASO - RBA’, ADEM, 
命题 1 WEA RAT, 0R, Peco, HERR O-OCR, 
T) SS CE fU M JE 
[uo]«zH, — justhe|eB, — Mi«T (24.41) 
B uo, ko Alt, 有 
IS CG) Quo +ho) — S (uo — CDS (4) uo hol Of hol. 
(24.42) 
现 研究 线性 算 子 v(t) = DSC) uo, uy C f FE Ht 上 mm 维 体积 的 
变化 ， 取 m HIGH vé, v5, co, IC IDEE ELI (J.P. Gram) 
行列 式 
let) A A "(N= ,Jet (Q0, v!(£))) 
(24.43) 
BERTI t AAR AL, Ste -(DSQDuow, (C+, D RM MR 
| >a 的 数量 积 ( 于 此 uo € H7). 如 所 周知 , (34.48) BA mA B id 
v(t), v), (有 形成 的 多 面体 的 体积 的 平方 ， 我 们 将 
证 明 对 于 充分 大 的 m, 当 too 时 , 这 个 行列 式 以 指数 衰减 . 
为 此 , 我 们 需要 几 个 有 关 希 尔 伯 特 空间 上 外 代数 的 用 个 绪 理 . 
引 理 2 设 9 为 在 瑟 上 的 双 线 性 对 称 形式 , 它 是 强制 和 有 界 
的 : 即 存在 正 数 &@ 和 5 ,使 得 : 
alni eln nbin’, Vn€H (24.44) 
WI v, a, EH, K 
UP URL 3) RS pins T) 
«P de s 7). (24.45) 
TER Xt f, e EH, WHR” 上 二 次 形式 的 行列 式 
(m, 92 c7 Lm) d (È; an, 3) 
也 是 格拉 姆 行列 式 S DU Gr, v2. ‘ESFIKER m 个 特征 
值 的 乘积 , BI 
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det „PO 9) = Ty max min 9 (Sar, Sa). 


les, 
dinge i à el=1 


(24.46) 
Fil FA (24.44) (94.46), BUG (24.45), 
31393 AER" EZOIBWITOXIALPEXPEROESR Edo, VES 
正定 的 , 并 用 (oa 表示 如 关于 由 的 序列 , 即 
w= max ax min TASS), (1-1, 2, ++, m) (24.47) 


MAHE £, £8, EMER” 有 
S det (0.—84)4(E*, Endel, £0) 


tel Lot,jam 


= (Bio) det we, £5. (24.48) 
证 明 D (05, 0, o 9"} 为 R" 的 一 组 基 , 它 使 上 和 由 对 多 
P, O) =3 oh 07) — 0,85. 


£C GEO 展开 , E PSI pP. W 
WE, EN =E Pupe voles E-E oo Popu 


TRA 
(1—94)4(£*, £7) + Obaté!, £5 
= 之 Pa Pia 1 — 83) +039) = Dasa, 


其 中 Q = (1-8) +8) pie. (24.48) RAMA 
3} det( p Q!) - det p 3} det Q! 
iT i= 
= detp- $3 dei((l- 84) +0552) 5 jaF 


=detp: Sia, 


由 此 即 得 (34.51). 
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现在 在 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 AERO RR 9 (i; 2 
v(5-), t€ [0, T], O-CT «oo, 同时 也 在 五 上 给 出 一 族 线性 连续 
算 子 LO), O<t<T}, (87 LO) =I NT mek, BR 

t a(t; L(t) 1) 
从 [0, 了 ] 到 民 为 绝对 连续 , 且 对 几乎 处 处 iE [0, TR 


Sgt m)ber(hLü)o. (24.49) 


以 | .|] AC, \#me A 上 的 模 和 内 积 , 以 多 表示 二 次 型 gp 
ik H LARAMIE, ME eS ELO, TI 上 为 一 致 强制 的 和 有 
界 的 ， 即 存在 正常 数 a 了 T) 和 和 A= BTL), 使 
amn|'«g(v)«B|ul*?, vi€[0, T] (24.50) 
BREH bXRÁ—^4dpÜL BICPORURGOT OK, HHO MoE 
[0, 1] 使 得 对 志平 处 处 的 £€ [0, T], 
Ir mMin OC Kn, 0)", YnEH (24.51) 
Die: BRAT K ERIE ATER, UPA 
AS ART ZIEN 
Gn lt) = ,dob (L6, L(t)nb) (24.52) 


的 估计 , 其 中 m m6 cts o9 为 H 中 的 任意 元 素 . 
定理 % 在 上 述 有 关 as) MG BRT, 有 如 下 估计 : 
,de& CL) Ln) 


<{|e"w” exp( £ > » 1) 23 det (nd, nf). 

VtE[0, T] (24.53) 
WEBB Ju vh v6 06 NO ERE KH, M GQ)-0, vic 

[0, 7T], (24.53) ^R E, WR xb, "ey to ovo 是 独立 的 , EC 
HQ) ~detg@, L(0v& LG (24.51) 
gap a, 对 国定 的 4E EO, TIR em, m) -905 LO), LG)28 

(24.50), 可 知 (34.44) 成 立 ， 由 (34.45》 有 
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a" E(t) < ACSA" Galt). VEEL, T] (24.55) 
S o) = Let). 改写 Ant) 为 
Ha(t) 7 det dt m Q0, m, 
按照 二 典 的 行列 式 求 导 法 则 , 有 
ZH) By dot (1.52) s Cs), KO) 
+81 Fb), POV (24.56) 
其 中 Sn EBERL. Kronecker) 符 号 . 现 对 固定 的 +E [0, T], 
由 (24.56》, 并 将 
b-i) =F) 
应 用 到 引 理 3, BX =E n, W 
do, 2) - a(t Sob ©) nb = alts BO), 
Pino- Sams. h (24.52), A 


Deaf LG)n)) = rl DE) = hala, 2). 
于 是 , 由 (34.48) 和 (34.56), 有 
4. Hi g(t) (Silt) H(t). (24.37) 
由 (34. 他 估计 eG), R 
m 
r(t Sant) ) 
wit) = max min 一 -年 -一 一 一 人 (24.58) 
dF CD g(t Siom ) 
HE mo S so, 并 注意 到 (24.50)、(34. 下 ) 和 3(D = L()0o 有 


rs n) 2 lofts n(#)) | 
qu) — glen) 

« com (G) IE (Kn, 2(t))|* 
aln) 


«x [Go vor. 
7 


H (24.58), 有 


Ha doo d , (Kn), n) 
(SOD) cut mp o Ue 
(24.59) 
其 中 n(t) - SiaL(nt. 


注意 到 nb, 25 es wt ETAL, CaCO) 2-0 和 (234.58), 可知 
FA Toe & [0, 卫 ] ,使 


H y(t) >0, YEE [0, Zoss!) (21.60) 
如 果 T. TT, 
A(T osx) =9, (24.61) 
Fy (24.60) #1 (24.55), 可 知 
Gnt) >O, tE [0, Ta] 


EIU, 对 每 个 te [0, vee L(t)n. LEJA. "t Lend 是 独立 
的 ， 在 (34.59) 式 中 ， 注 意 到 了 CR”、 dim F=} 和 t€ (0, Pox], 
H 

F -iSunon., scri 
是 互 中 的 了 维 子 空间 , 因此 
Gem. (24.62) 


(= lan (1) y < E n 
mF=t $40 


由 于 不 等 式 (34.62) 的 右 端 为 的 第 ?个 特征 值 , 因此 


[wt) | eo 2L 


FE h (24.60), 有 
anih zi. ($ HY) Hat). t€ [0, Tmar] 


(24.63) 
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对 上 式 积分 , 可 得 : 
Hali) &H m(0) exp} (S x1)). tE [0, Trax] 
i (24.64) 
BOTH, (34.57 wm AMAT ER, Alt Tua T. H (24.59) fü 
(24.64), 8/43 (24.53). EBLE, 
由 定理 2 AEREA T DS (0Ouo(us C A) fe EU 空间 上 的 
m 维 体积 的 变化 . 
B oH E pA RDE R, 
S@®a=a, VtGR (24.65) 
定理 3 设 z 为 在 MVP 中 有 办 的 不 变 集 ， 册 存在 一 个 常数 和 
fil es, BE (GI fb uu C o m1 48 520, 有 
(DS (2)uo) A A CDS (uo) 98] 


« [93 A Au? [ie exp(es/ m — Yn)t, YEH! 
(24.68) 
证 明 ”为 方便 起 见 , 引入 函数 
l w(t) = of (te, (24.67) 
方程 {34.85) 简 化 为 

20; + (uw) oF Wes =—0. (24.68) 

(24.68) KF URF QW ez +2uw, 得 
2 we (0 s -Fuw)dz =Ù, (24.69) 
DEAF CQ) + Wee) (ww 十 wow) 可 写成 对 % 的 被 商 形式 ， 因 此 
-2 feuz- uw? de= - jutw*az. (24.70) 


为 了 作出 belio [EuR (4.68) RU +u), 


p wit 0, D] EAE REL ER, 得 
Aja + pw" da +2(1 + DICES wde 


一 ri) w*dz-F Cta) fuwde=o, (24.71) 
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(24.70) 3 DÀ. I2, 980 (24 71) SCRI, f. 
SA gud w(t) )}= ru (hw), (24.73) 
其 中 
gl n) = Pt De u- EPN) de, (24.73) 
ODE - [ta + wt fu) n?) de, (24.74) 


QC IP, XR pm, bit quOS 22009 A BS Ore LH a. 
取 


pc pea) = E’sup] v; reos (24.75) 

BEAR, AXE PPAR, 由 (34.75) 有 
Jo gt 22 < (14-8) hnli, VC Ht, yent 
(24.76) 


p1(24.1), (24. T4) XU 9g AA ea 的 积分 项 为 
-I fur ar =F (uus + usse t Yu— fas, (24.77) 
其 中 


fsa de=- Uee( n)a = 一 分 ga MeN Ok, 
| {vee ne de| <|ele| lal nlx 


1 1 
«ullo Hisl (251 Ilo)’. 
于 是 , (24.70) 式 的 右 端 可 信 计 为 
[rs 0) | ooln lb, (24.78) 
其 中 o, 是 一 常数 , 它 依赖 子 . 工 .|fl。 和 在 H PER X 的 球 的 
半径 ， 
MAA HAI 去 得 到 信 计 (24.66), tH AY, | .| = fel, 
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Cy) 20 gg ror, LE) =o DS) wo n= 
ul. Tk (24.50) 4.50, amt, B= 1-3 (HUI AR (14.76) WR 
HH), ZEA BSL (34.51) sp, o 一 去, co 一 cs( 由 不 等 式 (24.78) 看 出 )， 
B 

(Em £)i-fmédm VnéeH: (24.79) 


gop K - (115-2), CE E ORRAT vvd Ive i 


BAT, 它 的 特征 值 为 qiy BEZ. 因此 


> wh wf«a x (14-401?) o Tm. (24.80) 
于 是 定理 2 9 (24.59) % 
deb (w (t), wi(t))s 
<{(1+2u)" exp(ese sm. t} det (vi vf), (24.81) 
其 中 wit) ~ eit), $4.81), BI (24.66) ,其 中 
人 一 Gd 4241, ĉa = 04/2, 


由 定理 3 易 得 : 
XE A 问题 C34.1)~(34.3) 的 整体 吸引 子 .az H* 上 具有 
有 限 分 形 维 数 和 豪 斯 多 夫 维 数 . 


$25 FHM NHER ERE YEN 
整体 吸引 子 及 其 豪 斯 多 夫 维 数 的 位 计 


3E AF PU BEARER ee 
$u tee +g (|| )utsyu=f, (25.1) 
具 初 始 条 件 
u | go = ug (25.2) 


和 下 列 边界 条 件 之 一 ( 记 为 (7 了 )) 


FTE E W, 

w(0, t) -u(L, t) -0, tER (25.3) 
GWPAN, 

Ou. _ ĝu = 
周期 边界 条 件 : 


u(x, t) =u(s+ D, t). VzCR, VEER (25.5) 
我 们 置 g(u) CO"(uC [0, co)) 满 足下 列 增长 条 件 


Jim S22 -o, (25.6) 
存在 07-0, fii 
EET D eo 
其 中 
A(s) — sg (5), G)-|'s(oydm, (25.8) 


G(s) = max(G(s), 0), G.-max(—G(s), 0), 
825.1 spat t 4H—-KABUEIT 


(a) 某 些 积分 等 式 
(35.1)3E u, Zc (0, IERS, 18, 


à fonte. fused [^ |u|?g( iu|*)de--iv [|u| tae 
-| fude, (25.9) 
设 忆 满足 边界 条 件 ( 了 I), 有 : 
ee 
(25.9) E RAISER, F: 
= Z f lei "dev |uj%de~In[ fide, (25.10) 
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Iof uit -| wa +f Ai dem Re f "fida, 
(25. t0) 
Hip A MERS.S). 其 次 , (25.0) 8 DL un 在 [0, 0] EB, KR 
部 ， 得 ; 
L > L = ERA 
Reff Usa drt Re[ 9( [u| eee, do —y Inf hu, de 
-Ref findo, (25.12) 
由 边界 条 件 ( 了 I), 有 
L = L o. 
free uda = -f Ue Ue: dm, 
从 (26.13) 有 
SEL {= ute CI ))22— 7 Im wide 
=Re f f 9, dz. (25.13) 
eran 加 上 (25.18), 18. 
3 EI, iul- ul) + BRel fuy}ae 
+7 | uel? AC lul) + Re( fu) }de 
一 Re 上 fide, (25.14) 
EC, o8 | 1o 表示 LO, 五 ) 的 内 积 和 模 ; 
Cu, 0)o= f wo)5(o)aao — [wlo={(v, oo}, (25.15) 
5 (25.10) 
+ E lulaty | u| o Im(f, wo. (28.16) 
关于 (35,144), ANARE 
g(v) = |v|*- 2Re(f, 9e f? GCLolds, (25.17) 
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AE l 
PLO) = [oei + Re(f. vo -| (le Dde, (25.18) 


于 是 (25.14) 可 写 为 
Jy wu +7 plu) = Relf wo. (25.19) 
Ch) 利用 g 的 假设 得 到 的 不 等 式 
引 理 和 在 假设 (25.6) 下 ,存在 仪 依赖 子 g 和。 的 常数 0, 使 
得 对 任何 ~ 有 
L 
|vel8— AED 
»-Ssv|Diw.i-Se|elt-Lot, (25.20) 


证 明 根据 (35.6), E EE fi] 8770, 存在 OL > 0, 使 


G,(s)<as°+ Ch, ys=0 (25.21) 
因此 
loeli- [$ GC lol vei-e ff lol'dz- 1. 
(25.22) 
由 
sup, |v(a)|?<]olo (all ele), — (25.29) 
有 


[\el%dz<|ol8 sup le 
<|vl8(8lol8 1 118). (25.24) 


if 
Hi (25.29) fn (25.24) Bp (35. 20), 
引 理 2 在 假设 (35.7) 下 , RHEN 670, 存在 仅 依赖 于 9 Me 
的 常数 05, 使 得 对 任何 vb 有 
f ae- o GCIo1*))da 
«Selelileli-- Te 1013+207, (25.20) 
证 明 ”由 (35.7), 对 任何 67-0, 存在 常数 C1>0, t 
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“HERA RE 


h(s) —wG(s) «sse? + OF, Vs0 (25.28) 
Ru s= lol? ERE (0, 再 上 积分 , FAI (25.20), BAG (25.25), 
(e) 先 验 估计 
H (35.10) up Ad, 如 FEL? (Rs La(0, L)) voE Tol0, LZ), W 
uE L (Ry L0, L). & 
| Flos = ess sup | FC) lo, (28.27) 


p 等 式 , 有 


a 
i i. iu] op lujia 2 lupa, 


因此 
-2 july julg < flee, (25.28) 
dt y 
ERX t 积分 , fh : 
wl li [u(o) [fexpC— 9) +e aor, 
(25.29) 
由 (25.20)， 当 e 充分 小 时 ， 可 知 pu) 是 强制 的 。 由 此 可 得 
uE L-(R, H*(0, Dfii. 
命题 1 Buck 20.1), (20.2) 具 边界 条 件 (7) 的 正则 
解 ， 在 假设 (25.6) .(25.7) 下 , 存在 常数 om 使 


puit NEPUTI H po eT), Vtz0 
(25.30) 
取 
e = sup (we) |$« max (Iuco) 1g, Afi), (26.31) 
89-7 PEST ex (25.82) 
wE 


p, tu) 1- juveli 8 LO LO,-2|fle«e.. (26.88) 
Hy (25.11), (25.18) fli (20.25), 可 得 


wplo) — b(v) sz (o— 1) v, 18-95 Re(f, v)o— Relf, op 
+8e loli eelit o[S+L0%, (25.84) 
H (25.31) A -VEM KERM Cosi, 可 得 ， 
eop(u) PUKE f a, 6. Boot | uu | 
+570% +O, Vi>0 (25.35) 
写 (35.19) 为 
3 Sou) +7 ep|ul=r(oplal -b|u|) -Re(fz wo. 
(25.86) 
先 估计 Re(};, uo, 
[Re(f vol <I feloleelo< [filo Cli +E, 
[Refer Wol < ilo eeu ST uu] Df 
(25.37) 
由 (35.17) 和 (35.30) 可 得 
g(u) (1-8 lu |$) lus 8— 25 Jul 8— LO, --2Re(f, w)o. 
(25.88) 
Bi (25.31) #9 (25.95) qp f (0<0<1) 
caput) —b(u) +F Iul 


Sage. 
L^ 


«Seul + 441 f lo c6 + ELCORO). (25.89) 
其 中 so 满足 
2_8(1+2) eve 0, (25.40) 
对 此 so, H (25.38) HE Hi (25.83). H1 (25.86), (25.97) 8 (25.39), 
可 得 : 
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dk gh bb a R 


8, n 1 1 
spop) « P052 + (8y! f |a +2 filo.) 


do (uy 
di 


2 
+2 fi B+2L y(t on). 


(25.41) 
由 此 挫 出 (25.80), 其 中 


Pos I RI CIS 4) EORR, (25.42) 


§25.2 转 搁 力 算 子 的 柯 西 问题 

(a) ZAER 

我 们 引入 希 尔 伯 特 空间 — L200, L). 在 王 上 的 无 界线 性 
ATA 


Av- — Css, (25.43) 

具有 定义 域 五 (4) 一 
*(0, L) NHO, E), 对 应 于 边界 条 件 (15.3); 
[wento L),v(0 =o =9}, 对 应 于 边界 条 件 (25.4); 


{vw EH olet L) =v (Cr), VER}, 对 应 于 边界 条 件 (25.5)， 
对 于 每 个 7>0, 算 子 A+Y 从 了 (4) 到 五 是 一 同 构 、 因 了 (4) 到 
五 的 嵌入 是 紧 的 ， 因 此 (4 十?) JE H EW RAT. CRAKE 
的 , 因此 , 存在 由 4 的 特征 向 量 组 成 的 希 尔 伯 特 空间 的 一 组 基 , 设 
TAi 为 特征 值 的 非 减 序列 ， 

Os Ais A «X A 1 o9, j= 
相应 的 规范 特征 向 量 为 who. 
MRR T (SCR), 具有 定义 域 DCAT), 例如 , V — D(AT) 
对 应 上 述 边 界 条 件 为 
| H0, L), l 边界 条 件 (35.3); 
= la, L). 边界 条 件 435.4); 
{vE RUE v(z 4 D) - «(2), VER}, 边界 条 件 (25.5)， 


WV'-D(A 3) V 的 对 偶 空 间 ,j ` 
nn dn 


(b) 柯 西 问题 的 泛舟 形式 
设 了 给 定 , 使 得 : 


FEL, Hh) AELG, V (25.45) 
我 们 要 寻求 函数 

v EOCR, V), (25.46) 

使 之 满足 
éu,- Av t gC[u, ut $yu— f, (25.47) 
u(0) — uo, (25.48) 
其 中 满足 方程 (35.47) 是 在 分 布 意义 上 的 , 其 值 在 了 E, VE V 为 

给 定 元 素 . 


” (O 解 的 存在 性 和 唯一 性 
从 西 格 尔 (I, E. Segal) 的 理论 可 知 ， 柯 西 问题 (35.46)~ 
(25.48) #2 2508 — uC) € [0.7.] 其 中 四 ,二 oo 或 limsnp lw | 


一 十 co 由 命题 1， 后 一 种 情况 是 不 会 发 生 的 ， 实 际 上 , RNA 
定理 1 设 g 满足 (35.6)、(25.7), 对 于 wEV， 了 满足 。 
(25.45), 则 问题 (35.46) ~ (25.48) AME PR, SPEER, BUN. 
uo u(t) FEV 上 是 连续 的 , 
更 进一步 , fn Bi 
FEL (Re A), f,EL(Ry, V) 


MA: 
ue L (Ry F). (25.49) 
我 们 将 用 对 时 间 的 一 至 性 估计 ， 证 明定 理 的 后 半 部 分 、 现 作 
述 一 下 定理 的 前 半 部 分 的 证 明 。 这 些 十 典 结果 可 用 J. L. Lions 
的 方法 得 到 ， 首先 ， 用 伽 辽 爹 方法 构造 问题 (25.46)~ (25.48) 
的 有 限 维 近 似 解 ， 取 基 画 数 为 {0o Xi m=O, 1, =. M 
的 近似 解 设 为 {wa《?)}wen、(25.16)、(25.19) 对 us DUE. 因 
HRA Cus 0) 的 EP Ms mM, HOP, hF AE 

LR, V^), KBR (05.97) WB 

[Recf, © |<]file (luli +E uji), — (25.50) 
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XB > RV AV ZB 1+ |, 表示 VY' 的 模 
IF p= (IF E+ Iv, DE (25.51) 
HHBE, 4 m>, 利用 标准 前 技巧 , 可 知 wE LRR, y). A 
用 ict, H 25.46) ~ (25.48) M Re, 我 们 可 以 得 到 问 
Ei (25.46) ~ (25.48 f uE LRR, V). He, OBMRAV 
BY Sra Se, CIRE SEE n A AP TG 188). (5. 47) 
看 作 线 性 方程 
du, — Au= f= f—tvu—g(lul*)u, 

由 提高 了 的 光滑 性 而 得 到 ， 最 后 ， 我 们 证 明 解 的 唯一 性 和 连续 依 
WIE, Bb ee, uo 59125 (26.46) — (26.48) WA, Ap omis 
us, V w d E 

$w, — Aw t eyw- gC[us Pus gC|ui] ea. (25.52) 
因 u€c(R, V), tw, Awe LRR, V). IR w€ IRR V), Be 
前 面 估计 , 得 到 


im |8= IK ée0,— Au, Aw), (25.58) 
百合 owl-imQu,- Au, w>. (25.54) 


则 由 (25.52)、(35.58)、(35.54) 和 标准 的 格 隆 沃 尔 不 等 式 , 可 得 到 
|w]r 的 估计 ， 它 是 唯一 的 , 因为 w(0) ==0. 


8 25.3 DRA RRO e AR 
& 

FEL (RH).  f,€L"(R4V5. (25.55) 
fk (25.20). (26.30). (25.98) 9p 59, EELER ulm, OC 
L"(R*, V). RMA: 

命题 2 设 条件 (25.6)、(25.7) 成 立 , 则 存在 常数 p,1, 使 得 对 
任何 R>O 和 wE V, 满足 : 
[uoit +L? | uo, |o RP (25.56) 
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时 , ZE Æ T. CR) >O, 使 得 问题 (25.46) ~ (25.48) 的 解 满足 
| TL" | tel ES (Poa),  VimTi(QR) (25.57) 
证 明 MM (25.29) 71 (25.168) A 
luli) [E Rott t Le (1-671), 
因此 
tut) <l fe, t>T(R) (35.58) 


Jt PR) = og (~ eee ta(B) 的 情况 ,在 
(25.35) 中 ， "ER FAR eR, 2 UT (25.40), HR a 如 下 : 


eis 全 ja HS fe. Lie =0, (25.59) 
其 中 & PATR. Dx. Bo) RA (a6. 37), RATA 


ID VY op) Pathe +16) f(g SL | fy, 


-+ AE be $e cay(QL +0) 
= Poos (25.60) 
其 中 
[i| S. ess sup | fCO |», (25.61) . 
从 (6.52), 4 t T,CR)BURN 
eu) «pu oR) lerram + Be, (25.62) 
ER TCR) STR), 使 
PUTR) Jerem- e (25.63) 


其 中 us MER (25.58), (35.69) ERL 因 e(u (T (2 BY ER 
DUKE R Mu. Hi(25.62). (25.63) 4 


eut) «Es, t=T(R) (25.64) 
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di (05.99), MER T Un > TL) BEARS: MH tn AR AR fo 
ALF ie ARE en Rl 25.098 
8./$: 


<P MIAO SY file 
ee Self web Ah. + y K. 


B (95.58) RI (23.65), 可 得 (25.57), 其 中 


§25.4 AR LARAI E RAM 


现 加 强 对 六 fi ABE. 
fETDAAR, H), fi€in(R, H), (25.66) 
HW uo € D(A), MRM 10b BEA BI NE E 
v€ L.C, DOA), we LRR, H), (25.67) 
BRSi tout) DC4) 中 连续 ， 事 实 上 ， 令 n= uy, (25.47) Ht 
t 微 商 , 可 得 . 
ine Antigui tg Clu!) ul nt jaye +E 


- Se: (25.68) 
AK (25.47), Æ i 
7 (0) =u (0) = —& Aug àg C tho |? Juo— Yuo—if (0) € H, 
(25.69) 


其 中 us € DA), f€c(R, H). (35.68) mm KAR, RB, A 
得 . 
1 d 1 r2 + 2 a 9 
9 Wd 7j ‘2+7 [91$ -Em(g (|x| 2922, 7)o 
—Im(f,, 70. | (85.70) 
由 于 
m Juls, £)] «oo, (25.71) 


Hy (235.66). (25.69), (as. 0) HB TEE RRS, TB 
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H=n€in(R, A), (25.73) 
m (25.47), 有 
Au $u, tgl ul u+ 9Yu—f. (25.18) 
th (25.66) (25.72) RI uc Dos (R, V), n] 8$ (26.67) BEST uou (0) 
在 DC4) 中 的 连续 性 的 证 明 类 似 于 定理 1. 
如 果 
JEL (Ra H), fCL'(R,H) (35.70 
我 们 有 
命题 8 设 9 满 足 (35.6)《35.7》, 且 《35.74) 成 立 ， 则 存在 党 
数 o... 使 得 对 任何 召 >0 和 zwcEDf(4), 满 足 


[u9! 2 - L? |uo,13-- Z^ uo, lE BR? (25.75) 

时 , 存在 T(R), [5 (25.406) ~ (25.48) Hi AEI E 
(ult) + T7 | us |8-F L^ | weo|g< (os)2. ViTs 
(25 .'76) 


VERA  UR(25.57) ME, PUNT IES} AMG, HHT uuu! 
(25.47) 与 Au, Y Au EAR, 取 实 部 , 18. 
—Re(Au, Au,+7Au)o+Re(g{|ul w—f, Au,-- Y Auyo 
=0. (25.77) 
Bgu! DuEn, 
Re(g( |w'?u, Aw) )o 
=) {od P) 1a Peg" Cul? Rel us| EH)} de, 
(25.78) 
利用 名 的 L. 估计 和 Juei? 的 五 估计 ,可 得 
'Re(g(/uj?)u, Au)!opuo — TH) (325.79) 
其 中 ola RRT poi. 
余下 来 估计 
Re(gClul'u, Aus) Ref Co(|ul\ueterde. 
(25.80) 
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LAST 
i gta; 2) Re(us ter) «p gC?) Relta) Re (ute da, 
可 以 写 为 
gi) nal tag ui PyRo) de- ROU), 
(25.81) 
其 中 | 
R(u) = fac Iu |?) ( tte]? ReCat,) +2 Rei.) ReCwis)) 
+2g''( |u|?) ReCur) Re(ute)*}da, (25.82) 
B (25.47), 有 
t= — Auth. . (25.88) 
H (25.57), 有 
1R |o o2. >T R) (25.84) 
He (25.83) RA (25.82), 再 用 忌 的 五" (hirm. 57), 可 得 : 


L L 
PEOR V EPI: 


(25.85) 
利用 不 等 式 
sup, lus, 1) 1< Tue lo (BLA Ie 0) 
(25.86 
则 有 i 
| Bu) | <p Br Ius! ze Ilo] Aulo ||). 
di (25.84) #1 (25.86), 可 得 对 TR) 
URG)p«enlawb. (25.87) 
再 回 到 (25.77), 有 
T ETE plu) +7 palt) 
«plat (fo Awotesidt+ Te 8) t>Ti(R) 
(25.88) 
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其 中 
2 
exu) = | Auli 2, Audo f toul?) tul? 
+29 w)2)Re(uiig) Jde, 


duu) = | Au 8- (f, Auo. 
H (35.57) mA -i AES GR, 有 
| Au d«2pi(u) +41 F 8. p, 
qi) — by (4) < | fo sl Aulo osa. 
Hy (25.88), 可 得 


t pilu) + Tpi(u) <7 Z plu) + ps 
其 中 我 们 用 到 了 如 下 的 Young ax 
(Felon Y |S lon) | Alo T Au Sects 
ot [Au | <Y | Auito. 
A. (25.98) nj 48 [hit 
ei) os Cut CQ) exp ( — 4 — T0) ) 7 


因此 , 24 C» TCR), 
exu) «eta. 
Bi (25.91) (25.95) (35.87) , 可 得 估计 (25.75)， 


§ 25.5 非 线性 学 群 和 长 时 间 行 为 


(25.89) 
(25.90) 


(35.91) 
(25.93) 


(25.98) 


p. 


(25.94) 


(25.95) 


WHER, fH=/ VIER, HEM 1, [n] BI (25.47). (25.48) 


其 有 了 唯一 解 。 令 
S(t)us u(t). IER 


(25.96) 


由 此 可 知 SOFERT, 且 在 DC(4) 中 连续 ; 并 由 命题 2 和 命题 8 
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有 
推论 1 集合 
By={u€v, [vib velo (02.1) (25.97) 
BRET SOF 上 的 有 界 吸 收集 ; 
Ba {oC MA), [v3 LU velh-+ Le teo 0S (pa 全 


(25.98) 
是 关于 有 (所 在 DALHAR EER, 
命题 4 集合 
@(B2)= Ra LIS (OB; (25.99) 
HEE Bs A, dE BS S CO RARER, 即 
S ()e(B3) = o(B9), YVER (25.100) 
其 中 闵 包 表示 在 D(A4) 的 弱 拓 扑 意 义 下 取得 的 . 
WEBB ”出 以 下 事实 
Ci) S(Oxc DCA) LRES, (25.101) 
(i) 点 5€o(Bj, RABENA 
AHER b EB, Ei 2-0 fil noo 时 
S{t,)b, Xe DCA) ERKA l (25.102) 


即 得 命题 的 证 HH. 

先 证 (35.101) ， 即 要 证 : 如 序列 o. XE DCA) P RCOSCT v Hl 
S(t), he DCA) Essi SO). HD AAV RY, TH 
v. XE V PRAT v, A SOE LEN. ASO, 在 
V LRAT SQ). BHM, v. 在 D(A) PAR, AWS Oe, 
也 在 DC4) 中 有 界 ， 我 们 选取 子 序列 Sv, 在 DA) B ii Som 
Xe. 因 SC)w EV LRA w, 因此 w— S(0)o, RRR 
S(Ho, 一 切 序 列 均 在 D(A) FAM S (0v. 由 于 了 :为 吸收 集 ， 
4 d^ ERE DA) ERER, 则 易 证 明 存 在 wE DCA), 4 no 
时 d" (s(1,)5,, w)-0, 因而 (25.102) 得 证 、 

设 Bs 为 .4) 上 的 有 界 吸 收集 ， 则 w(B) 是 最 天 的 吸引 子 . 
我 们 有 ; i 
23? 


定理 % 集合 


ff — c ( B3) (25.108) 
满足 
VS BARA, 日 在 DCA) ries, (35.104) 
SG). = sz, ViER (25.105) 
VÄRK BEDA), A 
lim (SB, of) =0, (25.108) 


s 是 在 包含 意义 下 满足 (25.104) 一 (25.106) 的 最 大 的 集合 , 它 在 
D(4) 的 弱 拓 扑 下 是 连通 的 . 

证 明 HE Bt (25.104) _ (25.105) 3E 8 n EE 4. or BR (85.108), 
d"(S(t)b,, f )2»897-0, (25.107) 
其 中 oe 与 mw 无 关 . BS). 在 力 (4) 中 有 界 , 故 存 在 5€ Bs, 使 
得 n 

d"(S(t,)5,, b)—9. Lo 
4 B(,.)b. S5 (5 (Ao. ) (25.102) 5a bE WEB.) = ov. 


它 和 (25.107) 了 矛盾， 定理 中 关于 最 大 集合 的 断言 是 清楚 的 ， 连 通 
性 来 自 Bo 是 连通 的 ( 它 是 凸 的 XE SS d ET BRK, 以 及 下 面 的 
抽象 结果 . 
|. 383 设 (6,d) 为 一 度量 空间 , 多 为 一 非 空 紧 的 连通 集 , > 
(QGQ)) EREE LRP, WE . 

(1) SHEMICR,, TOBE 上 是 连续 的 ， 

(ii) HET e€ 8 t» X(£)e LEN: Ris, 

(iii) PERR K mach, 使 得 

ZH)FCE, Yih 

WF XT SH) HORMR 
> AFJ- AQF 
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MMH RIERS., 

WHE MT eB, d-d", Z()-8(),.7 =K =Ba, to= 
Ti, RHE), (Gi), (ii) BAB. MPEG) KA (25. 101), 

由 于 D(A)RAIRAT D(A), sci, f] D(A) 到 H^(0, L) 
的 连续 霸 入 , 我 们 知道 DERRAT H*(0, D), s<1, XX 
推出 在 (35.104) 中 的 收敛 性 ，( 在 H*(0, Dy s=. ) 

推论 & WMFAARBCD(A), RASO iKV Rilke ox 
于 of, 

RRS BEV PHARRKR, > 

A= Js@) Bi, (25.108) 


MUBBIEEUS V KAMI, RNA 
命题 5 YEER RI SCOTE V BS RIS EXT Ae 
拓扑 是 连续 的 . 
证 明 H1(25.52), (25.54), 有 
d 


1 2 2 
sg "vs 


= Im | Cg Cll =g (lum) Gi Tadd, 
(25.109) 
其 中 — Sue, W= us ta 当 uo 和 uo 在 六 的 确定 有 界 集中 ， 
BB [uos iR, 我 们 知道 对 一 切 T, 0T «co, 
sup la, #)| ($—1, 2) 
是 有 限 的 , 其 中 上 确 界 sup 是 对 z€ [0, L], |E «T, jual «RE 
的 . 因此 存在 常数 oT, B)， 使 (35.109) EWE F (T, R) wje, 
由 格 隆 沃 尔 不 等 式 即 得 命题 的 结论 ， 
推论 8 俊 (25.108) 定 义 的 .xf*， 是 在 中 关于 8 的 最 大 
吸引 于. 
Af 在 DAP AR, 因而 在 中 也 是 有 界 的 。 由 于 .x 的 
不 变性 , 有 
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a C af, (25.110) 


反之 ， Hol” 在 六 (4) 中 有 界 , WA ATA, Bit 
al =f", 


odii 


本 小 节 我 们 将 证 明 D(A) ERIRE UR UE SEE MRA ARH 
fractal 维 数 ,首先 证 明 半 群 SC) 的 微 识 在 LR mE RRE E 
缩 的 .这 里 采 月 的 不 是 古典 意 ¢ 义 下 的 模 , 而 是 用 一 种 等 价 模 , 便于 
Xt $e Aue E BERI IS ES ECHTE, 

OE V, v(t) 为 线性 方程 初 值 问题 
$v, — Aot [gf jul®)+ [ u7g '(iu|*)]o 
UP RC l (25.111) 
5 7«(0) — v (25.112) 
RUE, TEP (0 — S awo. anik uée(R, 7). 容易 证 明 问 题 
(25.112) (25.112) RA nE — HR. 
vEo(R, Y). (25.118) 

Ji (25.111) AF (25.47) AR HB (35. 4T yo u 

的 实 部 和 EREDE Kat DS GD)a 定义 为 

CDS (2)uo)vo — e(t), (25.114) 
即 为 SQ) uo 处 的 微分 , 利用 古典 的 方法 , 可 证 明 St 在 uo 处 可 
微 ， 

命题 6 HR RAT 是 三 个 正常 数 存在 常数 c= eR, 

RaT), MEAT uo vot, H [ugly Ra, mo eR, il TH, 有 
_| S(t) (tto + 99) — s(£)uo — (Ds(t) to) [| p<e! v0 | F. 
(25.115) 
; w(x, t) = olr, Der, © ^ (25:116) 
er Ka 四 为 问题 (35.111)、《35.112) 的 解 。 我 们 有 p 
v Ant Cg CI n?) tg Cui) ai) + gC |u|?) uf =O, 
(25.117) 
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0) = vo, (35.118) 
w, Ej(26.117) JE AES 取 实 部 , T 4 


4 E lar, i$ — Re [tac luj Sew, 
+ 2y’(:ul?)Re(uw)uujde 

=U, (25.119) 
^ 
DCi, w)= (Chun? gu lo? 2g ui] *) Route) e, 

(25.120) 
于 是 (25.119) 可 看 作 
£06, w)- Y (tw), (25.121) 


其 中 E 
VG, a=- ff ool? tecum 
+BRe(uio)? 5 {g’(|u|*)} 


| +4g'( luj) Re(uw) Re (= wide, 


(25.122) 


另 一 方面 , 和 (35.117) 作 内 积 , RR, 可 得 


d Lar er a 5 ; 
i Apetteaf'e ( u| S Re(uw)Im(uw)dz- 0. 


(25.128) 
ELER, 
dalé, w=, w)-- u|wl$ (35.124) 
n L 
V Ct w)= VU, w) -Au[ g'Clul*) 
- Re(ui)Im(uw)da, (25.125) 


Wi gi (25.121) (25.123) ey 
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CETRO w(t) }=V,(t,wt)), VeER (25.126) 


SUR uh 
w= w(2) =A +, sup {ig(o)| +20 lgo) |}, 
(25.127) 
其 中 X 为 不 变 集 , 即 有 
S@X=X, Vier, X 在 DCA) 中 有 界 ， (25.128) 
|X i== p sup 'e(2)|, (25.129) 


则 由 (25.124) 定 义 的 gu 可 估计 如 下 : 
deu EP Del) caus) 
«pui |w|3+ E wel. YwEV (25.180) 
E TARR i (a(t, 0) 84 THE v 上 的 模 | .1。 另 一 方 
Hi, 存在 常数 = os( 工 ), 使 


Iw) e| wi BC wld+ Z^] ul). Yver 
(25.181) 
事实 上 , IK 25.8 T) 
$u,— Au—g(1u|?)u—4Yu-- f. 
Huck, WX ED APPAR, ALGER u-uO 使 
[lo es. VtGR (20.182) 
BT [u(a, t) |] Laos V2, t, H (25.122) 可 得 


IV Gt w) ee lwl jude 


E 1 
«calf | 20 | tda} 


1 
a F 
<oscsiw E (2iwelo +E wio) . (25.183) 
B (25.125) : B 
[Tai w)l« |t, w) | + 4p ce ò | wj*da, 
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pi Jt HW 35.181). 
在 VexVe bE SILER ETB RW 
PCE; N, £) - Ref GE, £o—g(1u;*)n£ 
—g'(|u |?) Re(ug) Re(u£) + n£1da. 
(35.194) 
BR, vt; > J=-¢.4°). BE p < BEV LRA, CE 
连续 的 , 强制 的 ， 引 入 Gram 行列 式 
Hali) = des ptt; w(t), wi(t)) . (25.185) 
和 Galt) = | wt(t) Aves Aw (8) [2 = det Qw'(t), w CE). 
RIME, MAREE, ny En 在 希 尔 伯 特 空间 OX RAR 
vC, >) Gram 行列 式 也 是 在 R^ 上 的 二 次 型 2 
(a, ttty Lm) pl Sd, 5E 
的 行列 式 . ME, 四 古典 的 极 天 极 小 原理 , 这 个 行列 式 等 于 这 个 二 
次 型 名 个 特征 值 的 乘积 , MA 
dot Ye, E) “Th max min j(z,£*, w’). 


Leds 
B^, Bet - 
eee 


(25.186) 
因此 , WREX 上 另 一 内 积 为 po 它 是 强制 和 连续 的 , 即 
abe, Haine, EBYE, , VEE (25.187) 
则 有 - 
a" det uel, £)« det PCE, E) 
<p" de IG e. (25.188) 


现 如 取 内 积 A-V, RD. 180), 如 取 B= n, a= L?, NB: 197) 
满足 ， 因 此 , 由 (35.138), 有 
引 理 4 在 以 上 的 假设 下 , 有 
E>" Gn (t)< H(t) «7G. Vi€R (25.189) 
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现 对 AOR T ERD, ni eH n EEXEAGR 5e AM, 有 
2 Ld » det We w(t), WE), (85.140) 
其 中 
pt; w(t), w(t), 0 - dn) et; we), wi) 
+ 3n Flo w@®, w))}. 


(25.141) 
由 《25.124) 和 公式 
Apts w(t), wt) e q, (t, wilt) +w!(t)) 
- galt w 0) - w (0), 
有 
-Folh w), w 0) m pC wit), wi 0), 
(25.142) 
其 中 


4p( N, £) = r,(, n+E)— Talt, 7-E) — (20.143) 
和 对 称 双 线性 形式 ru, RL > 
d(z, y) - el; aw), ywl), 
pale, y) 7 e(t a Q0), yaw' (0)), 
利用 引 理 3, 可 得 


am ET H TN ral t 2 2; w'(t)) . 
it oko: z$6 et, Z zw) 
(25.144) 
现在 来 估计 在 了 中 由 算 子 DS)uo 所 形成 的 m 维 体积 的 变 
化 .我 们 有 定理 
定理 3 RX ETER, 并 在 DC4) 中 有 界 , 则 存在 两 个 党 
HK ca 和 oz 使 对 任何 vo X, m1, £20, e () - CDS (2) uo) 96 满足 
[e (GO ^ Aen Q)| v 
« | G) A AP) | vel exp(ca— ?7m)t. (25.145) 
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证 明 wl, D — (o, De", 则 有 
| (A Aa) metu), (25.146) 


其 中 
G4) = wi) A e Aw. (25.147) 
如 [ob Aes At [22 0, JI 路线 性 相关 , of ANA, 因此 (25.145) 显 
RRE. A lotA- ATAO, WHER As, [100 ^ 
eS AUC | £0, 则 Ge), n, a 0) 也 是 线性 无 关 的 。 因此 对 
GER”, zC GA (0), e(t, 3) 2, w(t) ) #0, h (25.180), (25.191), 
有 


Th 地 > xy hes 
e > Ti wi(t)) *|s z; «i 
B B. 0, Hd (25.144) 8 


(25.148) 


dH.) aeta Ha) S. ue min Bio], 
« i=l acm 


SLUT 
(25.149) 


注意 到 当 PCR dim P=) 为 给 定时 , Hee P, 5 a; w(t) IK JI 
FOAV 的 1 维 子 空间 ,因此 


8 
|= a 
i >) x, 207 (0 | Ie: 
min a E max min-2*, (85.150) 
PLE j amsais jé i 
S $e i 
‘jel Y 
而 
max PETENS eee un (25.181) 
Sex, {EF E31 ES 1+L7A, ° 


dim ¥= 


ut, pa (25.150). (5. 151), 可 得 


gE a) «o S (S acm) at, 
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其 中 anL?, Wu IP, Iso, 3 «oo, 因此 
=) TIA) 
存在 常数 cz, 使 
Hs) <a H Halt) (25.132) 
FRA 
Hpi) «e H,,(0), yt>0 (25.153) 


Hi (25.146), (25.147) (25.189) (28.153), 3148 (36.146), 其 中 


Ci = L4 m 
以 下 估计 整体 吸引 子 x 的 维 数 ， 
我 们 知道 ， 一 个 度量 空间 2 的 分 形 维 数 定义 为 


sf e£ ) lim oV n) 
7" ow.) 

其 中 NC) RAM i 的 半径 为 8 的 球 的 最 小 数目 . A 

dy(&)<dp(&), li 
其 中 da(4) 表示 6 WREKE. TEE FSK 的 紧 子 
SEX 上 定义 非 线性 映射 S; Hit 
SXx-x. (25.155) 
VOU ER ue X. FERERS LOES (A, A), E 
lim sup [so —su— LQw)(v—w)la — =0, 


aD ee LL Pe jv— ule 


. (25.154) 


(25.156) 


sup| E(u) | ever, oo, (25.157) 
SUI bL vos CL) dete AH D Sim >A RW 
wm(L)=sup( det (LE, LIE), — (35.158) 
其 中 上 确 界 sup 是 对 一 切 {Em MA, det (E; £)«1. 时 
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Wa = sup er, CL(u)), (25.159) 
定义 在 三 上 的 一 致 李 雅 普 诺 夫 指数 为 
Hi-log wi Wi=l10gw;—10g wii jz2. (25.160) 
定理 4 在 假设 (25.185) ~ (25.157) F, 如 存在 m0, 使 得 
[ats + pom<0, (25.161) 


dg(z)«m41, (25.162) 


X 1 ic | a d t a | ) 
dp (X) « (m-1) max (i+ at ta. 
(25.168) 


THES 定理 2 中 的 整体 吸 绰 子 . 妈 在 六 上 具有 有 限 的 分 É 
MBA RER, 

TA PERE 如 >0, RRS S = St), n1, of 
V. X=, SEV PRR, DAV ERRI WoA S, 
L(uo) = DS (nto) wo Wi & (25.156), (25. 157) RHE 3 和 (25.158)， 
有 

Wm Luo) «cT exp (co— Yn) ndo, 

HANE we LK, 有 


Wm «CT exp (Ce — Vn nto. (25.164) 
HEMEN, Tmc, 则 存在 wo 使 S — S (roto), 
tim <1, (35.165) 


(25.161))2 Y, Ar (26.162), (20.168) fr, FA EH 5 成 立 . 


$26 具 阳 尼 的 非 线性 波动 方程 整体 吸引 于 


及 其 豪 斯 多 夫 维 数 、 分 形 维 数 估计 
G26.1 组 性 波动 方程 S 
考虑 如 下 线性 波动 方程 
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u(t): aui) -+ Au(t) =f, O-cf«7' (86.1) 
Fup ii : 

ECO) = wn, UU =x, (33.3) 
HE A ADOS AMPS i H k DADA A PAH Bt 
MICRA, FA RES, 

(Ao, 7-0, «0, VEDI A ={vEH, AvE H}. 


(26.8) 
Aft} s Hf A* (SC ED, 其 定义 域 为 空间 
Va-D(A),  —— sCR (26.4) 
是 其 内 积 
(u, «o, = (Au, si Vu, vE D(A’) 


的 希 尔 伯 特 空间 ， Jula Qr E «EV, II, IRRA IR X 
的 可 测 函 数 了 组 成 的 空间 , 具 模 


p "小 IORA), 
1<p<co, Xf p= oo, -> 
Hf liea: z= sup ess|| f CD) x. 


O(l, X)EJ I3) X HARRE, OL; X)-0(5 X)hn 
LU X)UCWR A I3] X 的 连续 有 界 函 数 . 

”定理 1 F SE LA00, T, A), v CV; w € H, WH (26.1), 
(26 .人 具有 唯一 解 {w y) €e([0, T; Vix H). w 

FEO, T];H), FELO, PE), ^ wCVawCVi 
Ji (26.1), (26.2) LAR u, u, d) Eeli, T), VexVix H). 

# Z(t), Wi T(t) APA (we wi} (uG), aH}, up 
tER; u yA 26.1) (26.2) 9f; FD 0, Vi, PO BM IER 
A DAE-YixHSÉÓBHEQGEE-VixVislHE). 

在 耗 散 情况 下 雪线 的 一 致 有 界 性 : 4 a 一 0 时 方程 (26.1) 是 守 
恒 的 ， 即 有 如 下 药 能 量 守 便 : , 

[uC E+ 10 [P= [eolit jul? +af CAC), ios, 
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当 f=0, BD ul? |ù ?是 守恒 量 , f o0-0, f=0, M uia iu? 
当 t-voo JIS REM, dn £250, JEO, H), MW fu, ub EO Ras 
Ey). ite0. 
ni & f €og,s A), UnC Vi, uc H, iA 表示 算 子 
A 的 第 一 特征 值 ， 对 任何 6，0<e<ses mm min(S, 22), miti 
HB (26.1) .(26. 人 的 解 满足 , (对 任意 >0) 
|uC22]E4- ;u£) Heuli) Pc C go [2+ t+ ou! e 
pick Pda. 8) 
QE 
ju(t) 2+ u(t) eult) a uol? ee 
1—e- 
ase 


F : fi? LRV) 


(26.6) 
证 明 Houten, (36.1) 可 写 为 . 
44 (a—&6)o-- (A- £(a—8))u— f. (25.7) 
(26.1) 5 u (E Py, (36.7) 与 4 EAR, 联合 起 来 , 可 得 


a 
-+ (a— e) v? —ela—e) lu, v) 
=(f, v), 
因 
elul?4-(a--2)|v,?9-e(a—e}(u, v) 
ao 和 Ca 一 人 oj 一 'ulslel 
ze'uli-(a- Aleit iL qae 8) fulalo| 
23st iuba el (2 Q8) 
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Cult+ otel luli Jol?) tale] 
«3f, »)«a's tel. f, ED 


由 (26.9) 和 格 隆 活 尔 不 等 式 可 得 (26.5). 由 (26.7)， 作 关于 vC 
2 的 内 积 , 得 
* EXE lo 2,) telu, + (ae): olia 
—e(a—s)(u, v)a 
=(f, $)-1. 
Hi (26.8), 548. 
8|uj?-- (a— 5) o2, —&(a— e)(u, v).a 
ey (ult [eite oid, (26.10) 
因此 
S Cute jo!) eeu? |o) tao 


«3f. $2231 f [alo] ao] o]ta ttf t, 


F 3278 Fl (26.6). 
附注 I 4 p= fu, v), v=u+eu, 则 (306.1) 可 写成 方程 组 
g+Ag=F, (26.11) 
KH F=(0, f), EB 
8 —1 
Am. aco +A E 
SnBEXESETI S BIET: = Vex, Eo—-Vix HxEEaI-Hx 
Vi. 上 考 虚 演 化 方程 (26.11). 对 于 o>0, 0n. 我 们 能 定义 
HHT ESQ) 为 线性 算 子 ， 
go€ E, — p(t) = Z,(3)go€ Hs, 
IER, 其 中 pH) AHH 944.9 —0, AIE pO — po 的 解 ， 命 是 
LEHT 3.4 Eo M E. B(0ce«co)Rk d GE TAI, 
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(25.12) 


12, oce Ro], 120 (26.13) 

d | ZO ec Ret. t=O (86.14) 

当 0020, 我 们 考虑 在 实 线 民 上 的 有 界 解 , 即 对 fo, H), 
RIR CRG- SN A EN 

d lim n sup! (u(t), ut) e oo, (26.15) 


命题 2 EFEO, H), 则 (26.1) 有 唯一 解 {u, u} E cF, 
E), HA 
(iG), u(t) ceu m. 2.6 — 90, f(a) Ide, 
(26 .16) 
其 中 0<e<eo, 如 进一步 , BF f € o(R, A), Wu, v) EOR; Ex), 
iu, u} EOR; Eo). 

证 明 ”对 于 唯一 性 ， 我 们 必须 证 明 如 忌 满 足 (26. 人 和 fo u} 
EOR, Eo), f=0, Jl] u=0. 实际 上 ,我们 能 在 更 弱 的 条 件 {w, u} 
€O,(QR, E,) TF uEBj ws 天 0 对 此 , Bates, (6.6), f= 二 0， 有 . 

dut i iu) Heut) |24 
«tu(s)|?4 [u(s) -Feu(s) |21)e 7*7 «z ee 1670, 
其 中 o 与 s GK, Sea, MB u(2) — 0. 
”对 于 存在 性, E, v)  E.(—2)(0, f(w)). Hy (96.18), 对 
FIER, WH b(t, e) EL- o, t Hy), H 
Y lace 277 


A, 可 定义 pE e(R, Eo) - 
| p(t) -f pli, v)dv, (26.17) 


Lf lnm. TE 


E 
[pir] E 1 delfa 
= lf lim. (26.18) 


3-9. BAC, 人 2) 是 以 下 柯 西 问题 
253 


+, 0) €e(R, Eo), 
ZYG) t AD 0) 0, ds 0) = {0, f(D} 
的 解 . 
由 于 算 于 A, 映射 Eo $ ELT Hx Vas EA Bo Bl BiB 
HERAT, MA-MK DEOR Ba), WEBERA E 
O( Ho, Has) tet, 网 有 


=. d, v) «Bp 7) rae zo. 


LNP En) 
Be 2 fl, ne | 


由 (26.17), 有 
Pp +f 99 95, 


- (0, f(t)}— af. Pit, v)de 

={0, £(0) — Ae, 
因此 p@) ECR, E1). RA eQ)- (u(t), oD}, HP e-u 
eu 满足 方程 (36.11)，(236.16) 得 证 . 4 f. f COR, H), ll 


íu, v, x cO([- T, T], Vix Vix H). Vr>0 
因为 &EO,R, Va), 因此 w= v E fw, w} EOR, E), B. 
d) Lon) -- Aw= s e (26.19) 


由 前 面 证 明 , 已 知 (36. 才 具有 一 解 {w, u) EOR, Bo), HC 
在 Ce(R, 如 -1) 中 是 唯一 的 ,因此 4E05(R, H), “EOR, V3), Nl 
由 (26.1) 扒 出 Auc 0,《R, H). 因此 wE Os,(R, Va). MERE, 

命题 3 设 sER, 设 

wC€V,i  "uCV.,  f€LW0,T,V,), (36.30) 

则 序 在 唯一 的 函数 和 ,满足 | 

| {u, 2}EOCO, T, V, ax V4) (26.21) 
#il(26.1), (26.2). 进一步 , OF BEES SAR 
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+ Sw hat "ss ul*u (e 8)|vli 
-Fe(a—a)(u, v), 
=(f 9)» (25.22) 
其 中 o=u-H eu, 

证 明 RERAMA S H s=0 时 的 情况 , 至 于 一 般 和 情况 
EER, REH Va AV a RAV VV BERI, TR a0, 
sa=0 的 简单 情况 。 在 在 性 证 明 要 用 侈 辽 金 方法 ,唯一 性 可 由 能 量 
等 式 得 到 . 


$26.2 非 线 性 方程 


ROCK 为 连通 有 界 开 集 , WR IRCO”, RAB u—ulz, t) 
GE 2€ OQ, 1ER1) 满 足 非 线性 波动 方程 


Dura £5 — tu g(a) =f, (s t) cQxR, (26.23) 
种 初 边 值 条 性 
u(x, t)=0, aQxR, (26.24) 
u(o, 0) eus), 2 Ca, 0)-wu(z). «CQ (26.35) 
RR fous Mu At, a>, 


为 了 将 问题 (36 .23) ~ (36.25) S REAREA, F 
H-I'(0) D(A) =R) N HiO), 
Au--Au, Vi=D(A?) = HKO). 
(26.33) ~ (36.25) 可 写成 无 穷 维 的 常 微分 方程 
u--ou+Autg(u)=f, (26.26) 
u(0)—ws — u(0)-u. (36.27) 
Ws A 的 第 一 特征 值 , 如 命题 1, RMSE oues p= 
{u, vj, (26.26) (26.21; FES 
944.9 tT =F, (26.28) 
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(0) =po= (us, voh (25.29) 
其 中 
Tio = (0, go}, F (0, f), vou teuo (26.30) 
SX JE AR YE SE g GO ERE, BY EOU(R, R), 


G(s) | go)de, 


fem T BR: 
lim ipf e) z0, (26.81) 
FE €417»0, 使 
lim inf 3g (2 6G) 59, (25.83) 
]$ op 
3j n>a t, 


O«r«co, 4 n=2, 时， 
Ig) sel siS, | O«r«23, 4 n=3, 时 ， (26.93) 
r=0, X n4 At, 
定义 1 如 果 对 于 任何 Eli=0, 1 中 的 有 界 集 B, RAT 
T(B) Hex tT (B), e(t) € Bi (6-0, 1)， 其 中 gl) 是 问题 
(26.28).(26.29) KH, me, WKE E. 中 的 有 界 集 B. 为 方程 
(26.28) % E; 中 的 吸收 集 , 
EHI dE fous 给 定 ,满足 
FEOF, D(0)), u € Hi(Q), WED (Q), (26.34) 
则 问题 (25.265)、(36,27)( 或 等 价 问题 (26.238)、(36.29)) 具 有 唯一 
Bf us t IE 
{u, wy€ Q(R,, B(A) x (0). 
更 进一步 , ede XE HO) x DQ) AR, EH HiO) x D(0) h 
对 于 方程 (36.38) 是 吸收 的 . 
证 明 ”由 命题 1， 可 知 问题 (26.24)、(26.25) 具有 唯一 解 ， ， 
{fw «)€ C(R,, Vix HY, 以 下 表明 (o, v) L(y, Vix 五 ), 且 
存在 在 VIX 中 的 一 个 吸收 集 。 
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现 作 一 致 性 估计 ， 由 (26.31)、(36.39) 可 知 , 存在 两 个 有 限 的 
1 


f, wre + d Iit — s YuEV, (26.35) 

D 8e 

Co gb) ef GG0ds-- e hs WueVs 
(26.36) 


引入 函数 f Fw)de—{ G(u)de+ lelit M 


{F(ar>0. “EV, 
Ji & (26.28) 5 p 作 内 积 , 得 : (p= (u, o), v=u+eu) 
dog Ont lol?) +2lult+e(s—a) Qu, 9) 


t (a—2);v|?-- (glu), v) 
=(f, v). (26.97) 


因 (gu), 0) (9), tcv) e S GC) Helu gu), 以 及 
siulite(s—e)(u, v)+(a—s)|o|* 
23 Calit loi) +5 lel’, 
从 (36.37) 可 得 
3 ute lorenf, code) $ Iuli lol?) 
+y lol’ +e g O02 «Cf, v). (26.38) 
由 加 和 | az 的 定义 ,有 
Go gu) >e: [Gade Euli- 
>o, | Fdz- F luit- (aterki). 
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4 y- ule joj? +2f Gadde, 由 (26.88) 可 得 


1 dur (iwit vo^) T ee. Gu de 


<5 ks- oo! f rego H» 
其 中 k= 2 tek). oo min(1, «), 则 直上 不 等 式 , 有 


由 格 隆 沃 尔 不 等 式 , 可 得 


~set . l-—6 t 
f£ Ept 
y(t) YO0) eT PII ( 


chet fiba). 
(36.39) 
存在 有 限 非 负 常数 二, 使 | 
[Gods luit - Rs. VueVs (86.40) 
Hy (36.39) (26.40) RT 18. (o u-- su) 


Lut Jiten]? «c Rs -- C |uo] 2-- | us es |? 
+2| G@(wo)dae™, (26.41) 


其 中 


fy By e Ea T [天 二 (26.42) 


M (26.41) ATM (u, U EOR e), 旦 对 
i> log( [us i-t uten)’ |f eos). 


(26.43) 
有 i 
pt) = (u, v) € {bE E», [| %,< 2b, +1} = Be. 
| (26.44) 
这 就 意味 着 Bo Hy (36.28) e. Hy 中 的 吸收 集 ， 
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定理 设 fuo Hu 给 定 , 并 满足 
f FEC(Ry; LQ)), wE H(A) NESCO), w € HKO), 
(26.45) 
Wl fa Si (26.26). (26.27) KRR E 
{u, LEO RR: H*(Q) NEKO) x HQ). 
一 步 可 知 ， 在 {E (0) NHL (0x AQ) 中 的 闭 球 为 
(26.28) 在 IH (Q) N H$(0) x EO PARKE. 
EMR  JpuEBpAR F BR: V ROO, 3e70, C(B), Hit VEE 
D(A), lf ia<R, 
19S) [i O CR) (1+ EY) TT. (26.46) 
事实 上 ,对 于 R>0, EE D(A) - H(A) n Hy), tti [| Velde 
«D, RITA: 
lg te [ey EB ae 
< 98) iuo) l È or [£12 9) R*, (26.47) 
X] n1, 2, 由 索 伯 列 夫 嵌 入 定理 知 H'U(O)C L"(Q), Vi>0, A 
此 , AIGA, 有 
| | zu) Oo | E Tino O1 | £|2]£|17*, 
HopecH'(o)n HQ), 8c (0, 1). 


ime min(À, Lr), mhd(26.47) 推 得 (36.46) 成 立 , 其 
Pool. Xpu4A [g'G)|«O, Bk (28.46) pew, omi, 
对 于 nn 一 8, RRRS. Agmon) 不 等 式 

laos oie |? eld, ECV: (n=3) 
则 从 (36.47) 有 
IE laO (R) (1+R/ 215), 
H (26.83) il (26.47), T An (26.46) 成 立 ， a=1-s, 
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现 来 证 明定 理 3. (26.28) fg E, E. o 作 内 积 , 可 得 ， 
ERAT u|?) +e | [2-+e(e—a) (u, v) 
t (a—a)|oli+(g(u), 91 
—a(f, u) - (f, Au) +r, Au), (26.48) 
BOo-s«e, ey 满足 命题 1, 有 


elulits(s—a)(u, 0): +(a—a)\olf 
>g uli lol +f lol. (26.49) 
现 取 RIO, [ulitu f« HU. HRA ACH 的 连续 性 ， 可 知 
|uo[£-- hal REA KEMI (u, i) CO (Ra Eo), MEE 
Os( Ro), 8 


[u(2) 3+ alt) EO Ro). Vi0 (26.50) 
进一步 , 存在 了 (Bo), 使 
| pt) 2,14 aks, VimT(B, (26.51) 


pi (26.50) Ai (26.46), 有 
|(g Cu), val < 1gG2 llo l1 O4 (R92 [e] (o Ju fa) 377 
«$ ot 4 July 
< lol T uti o). (25.52) 
A. (26.50). (26.52)81(26 .48) E H 
$E Gwdeleit- (f Ae Cul DoD 
«O«CIf |? +17 |?) -GCRS) (28.58) 
MJ. (26.58) Mf f € L^ (Rn H) BM {u,u} EO (Ri; D(A) x Vi). 
KM (26.51), 有 
[u(éo) i-e lu Ck) PAHA) (1+ =), to TR), 
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Xd Rad ak) (1-5) CE ti us wR), HY eds d 


(26.53) 9k xr, FAAS T EB li UE, TA Ce) Uit RADAR 
进入 E, PRR. 

RSH (26.26) 更 为 一 般 的 方程 ， 此 时 A A PEE Sd RR 
信 特 空间 ETE HACER T, DCA) fe Hp 98, 4 为 正 算 子 ， 
且 4: 是 五 ENDEXT. 

设 非 线性 算 子 gb) 是 从 Pa 到 五 的 OF BRA AOS CS 
g'u), 且 满 足以 下 条 件 ， 存 在 0<8<fT， 对 任何 R>, 存在 C= 
O;CR), k= k(R), f& 


Ig(&) -gém |-3«&k|1£—l; 
26.54 
PE —'(n) mr, nO |e 71$ ( ) 
其 中 £.nC€V;, l£ la E, lyha AR. 
HE GCO'(Vi, RGO) -0), pCO(Vs, A), 
gS) -G'(£) +p(€). YEV., (26.55) 
存在 0170, 使 
和 
tim inf O50, i (26 .58)’ 


存在 o>0 和 常数 Os, 使 7 
VEEVs, [| P(E) |a<O(1+ |@(E)})? ， (26.57) 
g 映射 DCA) Vs 在 DABIT EE EN E Lip. 条 件 ; 且 对 
— H £709, 存在 0,70 fil C,, & 
VEED(A), [Elise 1g(£)li« 04. [A£1)77. 
(26,58) 
在 在 s€ [0, 1], tA £€ DCA) 有 
g'(6) € .Z (V, H), 


26.59 
sup 1g'(£) gw, ay eo. V R0 ( ) 
idglar l 
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现 考虑 如 了 抽象 非 线性 方程 


ü-F ex d Aut g(u) — f, (26.60) 
u(0)—wus  u(0) =u, (26.61) 
(26.60) (26.61) T5 RATH 
g-FAsp-P()-, (28.62) 
(0) =Po, (26.68) 
其 中 
l p={u, v). Po= (to, suo-tu}, 
Lipjs={0, gw), F=(0, f 
8 —1 
die PC +A, me 


St F SE (26.26) (26.27) 8 — AB AY (26.62) (26.63), R 
们 有 如 下 出 定理 工 和 定理 2 更 为 一 般 的 定理 . 
定理 3 RELEY H.A g MBAS tot 给 定 , 且 满 足 
FEO(Ra; B), wEV u EH (26.64) 
Di fi) (26.60) (20.61) RAM — fu, tu, u} COL (Ra Va x E). 
更 进一步 , 在 Bo 中 存在 一 闭 球 , CE E 中 对 方程 (36.60) 是 吸收 
的 ， 
定理 和 在 定理 3 条 件 下 , E fuo H u 给 定 , 满足 
f, je o Ra H), uw €Vs, wEV, (26.65) 
则 问题 (26 .60).(26 .61) 的 解 满足 
fu, u} €O,(Ra; VoxV4. 
更 进一步 , 存在 E 中 的 闭 球 , 为 Es 中 对 (26.60) 的 吸收 集 . 
关于 问题 (36.60).(26.61) 解 的 存在 性 .唯一 性 ， 有 如 下 经 上 典 
的 结果 l 
GH4 Hf uu 给 定 , 且 满 足 
feocpo, D]; E), uc V, wEH 
Ti fa) SL (26.60), (26.61) (e € RO FUR TE — u, 满足 
{u, u} € O((0, TJ; Vix H). 
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俩 进一步 ,对 任何 #E p. T), 映射 Qo s), u() 是 一 个 
从 E Bl 了 Hy TAH, 


$26.3 最 大 吸引 子 


现 考虑 如 下 柯 西 问题 ， 
u(£) Fault) + Ault) 2-g(u(t)) = f(b, (26.68) 
u(0) =o  u(0)cu, (26.87) 


Ap f0-0, Vt€F; HA f gu) Wi IE (36.2) rS BUE, GAP, 
还 作 两 个 补充 假定 : 
(D 存在 o2>0, MBH — m EEV, MB g (EEZ, 


Vis). 且 对 一 切 R>0 有 
sup ^ 8) [eara abeo. (26.68) 
(2 f.fEOKR; H), Em (26.62) Iff PCO(R, Eo) AF 
OR, Ey, BS 
[pler so Os rmn t VF | neces ay Pl zen, o). 


(36.69) 

于 是 , (36.66)、(36.67) 可 写成 
gt+A.gt+lo=F, (26.70) 
PO) = go, (26.71) 


其 中 p= iu, vj, I'(o)- t0, gu), 
F = (0, f) Po= luo; Uy + 80wo}, 


& 一 工 
Au e" +A d 
€&)=Min (2 — }, 
对 于 PoE Ho, WR 8j SH): go> S(t) po v(t) (是 问题 (26.70), 
(36.71) 的 解 } 是 Eo 上 的 一 个 同 胚 ， 因 .多 不 依赖 于 与 (26.70) 


Hiei. Bk, (Sen 为 作用 于 加 。 上 的 非 线性 半 群 ， 由 定理 
4,0 SO) RS E, 8j Ern SHR E; Bg—^ IBS, 
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ESO Es ctp ASR, EUIS A REB SEL 但 无 沦 如 何 ， 
如 下 ane A, i 168) np 8 Sco nf WO WARE p ZU, Be 
Epi» eo MEE TE, AE KRT. 

引 理 i M H4 " ic Pen Hi 

SO) — X, G)-U(t) (26.723) 

所 定义 的 从 如 到 Eo iue SER AE U (£)25— SR BS, BX Eo 的 任 
MARR BAIER, y SB 在 Bo HERRE. 

证 明 问题 (36.70)、(236.7J) 的 解 可 写 为 

dult), u(t) -eu(1)) - et) 


7 3, (gu | 2.09) 9G) — E Co) ds. 


te 


因此 ， 
Ulpe- f. 2.6) (9 8) -T(o()))ds. (26.78) 
4 (D, C0) -U Q)0», 则 由 (36.73), 有 


£O) - £00 + e£, (26.74) 
E(t) Ha) HAE) ^f -9(u(2)), #>0, — (36.75) 
£(0)-0,  £(0)-0. (86.76) 


EH 3 知 , 对 R0, (i), e (OD) VX A ARR B rb, 由 
(26.68), i -5 (f —g(0)) = —g'(u(0)) wt) Æ V os XE t FÈ 
一 致 有 界 的 ， 因 此 , 存在 02-0, 使 


EU-s] «0. Vio (26.77) 
H (26.74), 4 20) - £G) HE 
ESL t0 
&0)-0,  40-f-s(w). 


(26 .78) 

HBL AF ATM yn, BA in®, WO} RT Vx 

V. WARR, BIEI(26.75), IN f -g(u(0) 1e H 中 一 致 有 界 ， 
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WL (EC), E(t)} Æ Va Xo. PAR, HERA V aV ns 
ERK (8), LU GO, SO} 个 是 六 x 五 中 的 一 个 紧 集 . 
B B A Eo 中 的 有 熏 集 ，B 的 外 极 限 集 定 义 为 
w(B)- (1 Us (1) B®, (26.79) 


容易 验证 此 集合 具有 性 质 : 
9o € Es BF w(B) 34 E DUATERE— AFA 
(tas Pa) 使 得 pE B, 当 n>, ts—> "H+ oo 时 


dz (s(G)9., 9)90. (26.80) 
由 此 可 推 得 e CB) Ja iE TEUIS RE SR, 即 有 : 
S(t)w(B) = w(B), ViCR (26.81) 


命题 5 假设 

Ci) SL) 在 Bo 中 具有 有 和 界 吸收 集 Bo. 

(ii) 对 Bo 中 任意 有 和 界 集 B, 存在 Eo 中 的 一 个 紧 集 为 使 
jim sup dg (S(2)p, K)=0, (26.82) 


Wj @ — w( Bo) ES U S(t). Bo” 是 SC 在 Eo 中 的 最 大 吸引 子 . 


证 明 AG), 有 2(BoCBo， 因 此 , wCBo) d£ Eo PAR. M 
(26.82), 3j B —w(By), 由 (38.81), 3f w (Bo) C. K , Bie, (Bo) E 
Eo TAN, 也 是 紧 的 ， 余 下 来 要 证 明 对 Bo 中 任意 有 界 集 召 , 有 

lim sup dr (K Gp, w(Bo)) - 0, (26.88) 


HEEE, 对 于 给 定 的 在 E 中 的 有 界 集 B, (26.85) Hr, 
则 可 找到 一 个 序列 (f,，9p,)，9pnEB, 当 nn->00 BY, t, +00, H 

dEl Sn) Pa w(Bo)) 2970. (26.84) 
A(8.82)upAl, da(s(4)e, K)—0. Bik, TRA EK 的 点 列 
ik), (48 s(.)p,— b,—0 (4c Eo B), HT EK WR HE, BERE 
{k EK, M ntok, b.k€ KE, WFO w ADAM, 
序列 SG/2)pw 进入 Bo, H S (1,,/2)8 (t4/2)p, >k, 3 (26.80) 
Ai bCw(Bo). x05(26.94)7P JB, ip RE TS UE, 
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利用 命题 5, 可 证 ， 
定理 和 ”存在 (26.70) (26.71) 46 Eo 中 的 最 大 吸引 子 Z. Bl 
对 Eo PREET RB, 有 
jim su p dg CS (Doo, V) ~9, 


更 进一步 , U 在 Ei 中 有 界 ， 

证 明 由 定理 3 可知， 存在 Bo PAAR B. 因此 命 
题 5 的 假设 (让 ) 成 立 、 现 证 (i 让 也 成 立 ， 事 实 上 , RBA BPH 
AAR, 由 引 理 二 可知 Bo 中 存在 紧 集 名 使 得 


LIUC) Bock, (26.85) 
现 证 
lim ds,(S(¢)B, K) «0, (26.86) 


xk, MV p RRA B 的 Ho PH RMB, WEB. R 
(26.72), 有 

Spo = Dit) bot U (do, (26.87) 
Ei (26.13), 有 

da (S (£o, K)« | Xu (G)do| «pet, 
因此 
de (S (HB, K)< pe ®t, 

由 此 推出 (26.86)， 于是， 由 命题 5 可 知 Z= w( Bo) Xs (36. 70), 
《26.71) 在 可 中 的 最 天 吸引 子 ， 作 为 (36.69) 的 推论 , WY 在 Es 中 
AR. WL, 令 Ro 表示 Bo 中 含有 Bo 球 的 半径 , HEY. 从 
UNF sO MAB, FERRO € 4^, pO) - 9v. AK (36.69) 
可 知 e() € Es, VIER, 1g(0) a «Os(R), R= |f|-- Rs. 


$26.4 最 大 吸引 子 的 维 数 


设 避 为 连续 映射 ; XY, KH 
X-SX 或 XcSX, (36.88) 
HS dX EX ok, 即 对 一 切 e€ X, 存在 在 了 中 的 线性 
HF L-L(Q)eZQQ)8 
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sup Ish —sp- Cg) Gb p) .0, ae—D (386.89) 


Gates Me dp. 
另外 , 还 设 
sup IL(g) vay< +0, (25.92) 
如 荆 为 在 了 上 的 线性 连 绕 算 子 , 引入 非 增 序列 
an(L)= Tof sup (Le, Lo). (28.91) 
dim #=n—-1 pr 
^ Fey QEF 
(DL) = LATE eam, (26.92) 
UKAT D 88 B ee a PL) eA, 可 得 到 表示 式 
w, (I) - 04(L)+-0(L), (26.98) 
hy D=N +s, 0-zs« 1, E 
wy CB) = wh (Leka lD (26.94) 
& 2 
Wp =sup wp (L(p)), (26.95) 


利用 wp 的 表达 式 和 豪 斯 多 夫 维 数 的 性 质 , 可 得 到 如 下 定理 ; 
定理 在 前 面 的 有 有关 8 和 和 工 的 假定 下 , 如果 
(1) 存在 其 个 了 :>0, 使 
w<], (26.96) 
WX SRW EAR, 旦 不 大 于 也. 
Cit) FERS D>, 78 D=N+S, N 为 整数 , 0S «1, 
(Dr) tdo], — [—1,2,—,N (26.97) 
WX 的 分 形 维 数 是 有 限 的 , 且 不 超过 D. 
利用 对 wo 的 估计 , 可 得 到 定理 6 的 另 一 种 形式 ， 置 
ats CE) 一 sup Wm (ts Po)), (26.98) 
RS HEE, 对 CY, 
Us CL + ie; qo) ) = Wm (L(t; S(t2) po) o Diss Po)) 
in Gi: SC) pu) em LG (fas PoJ) 
W(t) Wm (ie). 
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上 式 中 , 我 们 用 到 了 不 等 式 
Wy, (hae bis) Sty Tw o), YI ELY) 


(26 .99) 
Wml D) = [ A" Bll ecamyyy 


Wm (ty fg) < Wm (ty) Wats). (36.100) 
FRA BAM 1o (BVI, D TEE AT TERR 
Hy= lim ics (E)! = Inf iis) treo, — (26.101) 
我 们 再 估计 We. IAD wan 80)) 如 下 表达 式 : 
LCs po) = gap dram GPG), s OD 


Pate 


(26.102) 
Xm 
Gramí(sz?, thy a”) 一 ((at, Stes v"), (a, MOL z")] 
= det (s, a), 
POOE 1i m)jE (36. 70) BE 4371 E 
tAn tI (e)g-0 (26.108) 
具 初 值 
7(0)=70 (26.104) 


的 解 , o 为 问题 (26.70)、《26.71) 的 解 . 
Zj PoE E, G Ae (PRA REF 
ALPE = Aag HE CE, WEEE, (26.105) 
其 中 4 为 问题 \36.70)《36.…71) 的 解 、 由 经 典 的 行列 式 求 导 法 则 ， 
有 : 


Gram 人 nr， «m (0)) 

at 
1 

= 天 [Cn f y”), Ca’, =e, 2")] 
m k 

-2* [5^ Ut qM (7, Ut m. my «")] 
kc dt 

- aS LO, Oy A snm 
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Star, ean), ons oe, A pO, n, o] 
cC p) Qu) Gram (uh, =, o), 
其 中 Q.G)OR Eo 在 GP, s, TOD) 所 张 子 空间 上 的 正 交 投 
E. fA it 


£ Gram(s (f), e, PEY) 


F3tr( A. (9) QuO))GramQg GE), +, o" (10) 


=0, (26.106) 
引入 数 
m= —lim sup| -Inf +f. Inf tr(A,,(p(s})-Qeds L 
f o mee É J OrankQ=m : 
(26 107) 


RER ERE Eo LAE RIE RRB, 它 与 s 无 关 . 从 (36.106) 
可 得 "e 
lim sup Gram(y (f), nPE), ++, %{t)) F «et, 
(26.108) 
其 中 我 们 用 到 了 
[u$ ni,  Gram(7 (0), =, 7^(0)) <1, 
H (26.101) (26.102) (23.108), 可 得 
Ie, (26.109) 
车 令 李 雅 普 诺 夫 指 数 u 为 
Hi=logm, = fa log ww;~10g zs j242, 
则 我 们 得 到 定理 6, 
为 了 利用 定理 6, 估计 问题 (36.70)、(36.71) 最 大 了 吸引 子 的 维 
Be, 我 们 必须 验证 定理 6 的 条 件 . 
命题 6 对 任何 to>0, 映射 S(t0) 在 E HERE LRT Or 
类 (6 为 (36.54) 给 定 )， 它 在 go 处 前 微 商 为 Eo Eng te PESE. 
E > L(to, po) ~n(to), 
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其 中 n(to) 9o UTE 4067198 
9+ A,,7+I'(p)n=9, (26.110) 
n{0) =E (26.111) 
HENGE = to BHEL p 为 问题 <35.70) (36 T1) RII, 

证 明 给 定 po A PoE Eo, H po wh, igo RS RoOT) 
3n e (038 (36.10) (36.71) 相 应 的 解 . 依 定 理 3, 存在 常数 BCR), 
使 

(ple Ki(R), |e)l_n<Ki(R). VER, (25.112) 
E 60)-90)—- 910, NA 


br Abr (p) - LG) -0, (25.113) 
(0) = po~ Po. (26.114) 
fE (26.113) Fld AB, 得 
SE bt Ah = Q'G) - PG, 9. 
(26.115) 
fk (26 112) ft g (OW Lip 条 件 , 有 
| IF(g) -F (9) | ski p— e (28.116) 
p (36.115) ACA, dO, BE 
i 


因此 ， 
le(£) -g(t) «e po 一 Go Otto (26.117) 
Hee (Ry; Bo) 123.1100, (23.111) BUE, E 


Bit) ~ pt) - 8(0 —»CD, (23.118) 
其 中 po= Pot é, £ C Ho, MAR AOR E 000 —0 和 
Ó-- A 8-- I (p)8— C, (26.119) 
其 中 E ; M 
t-r(ip-r(g r-I'eie-oe). (26.120) 
Urt b 


1 ~ i " 
t- [arto e Q9) - PG) o - ds, 
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Hi (26.53) 81 (26.112), 存在 常数 O2= OC, M 
| P'(vg + (7359) I" (p) eo Ov 9-915, 
因此 
[bies p-p, (26.121) 
在 Ho 中 作 (36.119) 与 9 的 内 积 , 得 
Fe 1? GLA, 0) +C, Q) =E O). 
由 于 存在 常数 O>0, 使 
[Z"(9(5) su Z, 
ELE (26.117) (26.121), W4 
+ 0 ,SO B+ Oper trn | (22a Ost « fy 
i (26.122) 
由 格 隆 沃 尔 不 等 式 及 8(0) --0, 可 得 
LUDER T Í. Opete | E | 2428, (26 .123) 


命题 得 证 . 
现 验证 {26.89) 或 立 、 事 实 上 , SL op MLEY, iz S=S (to), 
Lie) = Litto, p), Wi 
Sb—Sp-— L(g) Gb — 9) 


~ f {EOb-+ Q.—6)9) -L(Y boa, 


AY Eo 中 有 界 , 依 命题 6,， 存在 常数 O, 使 
[IA (1—-0)9) - Lo) | z, 
« |65-- 1—9)e- o|s.«O | b — o[ f, 
这 就 证 明了 
Shp Pe Oy gl, 
由 此 推出 (26.89). 
我 们 可 得 到 如 下 定理 ， 
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定理 了 问题 436.70)、(36.71) 的 最 大 吸引 子 具有 有 限 的 分 
形 和 豪 斯 多 夫 维 数 ， 
证 明 OB IE 3， Tm RS. ODRE, FAE E p 
AE REN mBJAE EI. (Bie 为 Bo 中 的 完 爹 正 交 组 ,使 
span ig", a ens EM} QE. 
对 于 go 给 定 在 Wb, p) XR IB SAL (26.70) (26.71) 的 解 ， 依 
(16.105), 47 
ir. (o) Q7 $ CAL, Det OC Eat. 
(26.1245 
记 e= iw, wYEV xH = Eo, 于 是 有 ; i 
CALE, £0 e, -F VE, Ee 
=e DE, Helena) lp, fb) 
+ (ae) i? Cg wo p). (26.125) 
BUT ZEE 中 有 界 , (t0) - fu), u(t) Teu(t)) € 4, V£CR, 从 
(26.59), 存在 sE (0, 1], 使 
sup sup. 9’ (Vt)) Hem, m= 8— +o, ni p 
#1(26,8) (26.124). (26.125). (26.126), 得 


tA, (9-9) S42 Cold 469) RN, 


m 


quud EO 
(28.121) 
RISE rum ane MN 项 等 于 Lm, BIN 
x — © wr) 3b MEL Gi), Mio, V) - (179, 0, 因 


EC ore 7 
(Alp), 8) m- É (MQ). (26.128) 
M-Q KEEKEEKE M 的 特征 值 为 OF U OT, 其 
HOS AR A A 的 特征 什 ， 
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tr( M <3 A, (26.129) 
由 此 , (26.124y8 


N E 1 s-1 € £ N 
GOROR (A. —. Et 13 ) (26.130) 
(26.130) Ay A 3 A KR MAT Me 因此 
= g È 3- X 
qm (2 = Sia '). (36 131) 


从 4-! 的 紧 性 可 知 lim a 一 0、 因 此 Cesaro 平 均 
A SArt+0 (moo), 
EG 
LE ACHT. (36.133) 
4k (36.181), 7H q0.. AK, Z 的 分 形 维 数 和 豪 斯 多 夫 维 数 均 
WAWR, EEEE, 
$26.5 应 M 


现 举 几 个 具体 例子 , fE29 8 26.8.8 26.4 理论 结果 的 应 用 。 
(1) ^ai 


2 ats £) taf by -g(u)-f(z), QxR, 
(26.183) 


EA 

及 初 边 值 条 件 
ula, t)=0, 32x Ry (26.134) 
ula, 0) = wols), E Lite, 0) = “uilo, (26.185) 


Ht a>0, OCR JARE, g(w)€0t RR, HAERE 
(28.81)~ (26.33), f vota 分 别 给 定 在 TQ), HiQ), EFA). 
当 g(u)—sin u if, (25.183) Jg JE AXE P. 当 g)> juu, 
720 (n=1, 2), O« 72 (a=), (36.183) 为 量子 力学 中 的 非 线 
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性 波动 方程 . 

依 定 理 1， 可 知 问题 (26.133) ~ (26.185) 具有 唯一 解 {uw, u} 
ERa; Hi(Q) x L'(0)). H 826.3 和 $26.4 的 结果 ,可知 问题 
(26.138) (26.1384; (26.135) c HKD x 如 (9) 中 存在 一 个 最 大 
吸 避 子 多 ， 即 多 是 紧 集 ， 它 吸引 所 有 在 HO) x LP(Q) 中 的 有 
界 集 所 形成 的 流 的 胃 线 ， 且 如 果 了.9.0E0”, 则 集合 VEO) 
xO"(Q). | 

定理 8 存在 在 Honor HQ) 中 的 有 界 集 多， 
ERB of x 和 ,使 

(i) 多 具有 有 限 分 形 维 数 ， 

Cii) 对 于 初 值 {ww, wi} 在 EKO) x DCO) H RHEI AR E, 
对 应 于 这 些 初 值 的 问题 (26.188) ~ (26.185) 的 解 集 {u, 4}, 当 1 
oo 时 依 HAO) x L'(Q) RF v. 

证 明 上 述 结 果 来 自 定理 5 和 定理 6。 我 们 需要 验证 这 些 定 
理 的 一 切 假设 ， 如 (236.53)~ (36 .59) 和 (36.68)、(36.69). 假设 
(26.53) ~ (36.58) 已 在 定理 1 和 定理 2 中 验证 过 ， 关 于 (26.59)， 


4 £€ D(A) = H*(Q) NHKA), Welt u| gla) da 的 微 商 为 
AF 
n> Jena». 


ERA H-DPOQMRER TRE BF le’ Olam. OF 
(26.88), 当 n2-1 时 (36.59) 显 然 真 ; 而 当 n<3 时 , 则 (36.59) 可 由 
H*(Q)-.L'(Q)EQ8, Xüur(28.68)8(26.60. 仅 考虑 nm-8, 其 
德 情况 容易 证 明 ， 由 古典 的 索 伯 列 夫 嵌入 关系 式 


6 
(n=8) H*(Q)eLU-59(Q), 0<s<3 (26.186) 


(n--8) H*(Q)% LO) s> (23.87) 


A EECV: ID, |f ,« R, (328.186) s - 1 123.85), mj 
A FF TE Os), 使 .g (E) nexo «XOs(R). W w (26.68), o3— 
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(3-7)/82. BME, 我 们 知道 Ve. cH Ich TRO), [d 


1 1-b Aes T 
soe 6 ed 


MAKER Ao XE NELO), OEV on E 
INZGIES 
ma 


«([, io Par) (femoris) (far) ©, 
xx urur0i T (26.68), 
关于 (36.69) 的 证 明 , 考虑 线性 方程 
过 上 4 (26.138) 
Hob LEOR: Va). 0«5«1, ME, {E, LER, HxV a) 
3X (36.138) 45 ft, 则 
E, €) COR, VixV a4. (26.199) 
t£, E) 的 模 仅 依 束 于 五 在 O(P, V a, PRE, 现 回 到 《26.69). 
B f REER, E), EOR, B), B 
{u, u} EQ (R, Vix H) (26.140) 
为 (28.60) 的 解 , 我 们 有 
u+ou+Au=f—g(u), 


A E— v, WA 
E+toé+Ag=f—g'(uu. (26.141) 
HK (26.68) #1 (26 143), 函数 
frg’(ui€ OR, Vie), c3 =. 
从 (26. 139) 可 知 (e, w}CO)(R, VaX Found. B 
Au=f—g(u)—a— ate OR, V 42), 


有 . 
(fu, EOR, Viso, X Vo); (26.142) 


Hi u} 在 OCR, Visa X V ed PH T "on mt Fapa (RB, A) 
+} (Ub a} | nam, EQ EUR PE IB XE, i lei (BD O«r-D, fX 
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(23.187) 8 V, c H9 (05, 有 
EO FE, LO). (26.148) 


JU g'G) €O,CS L°(Q)), ho fog’ owed (PR, H). BG, di 
(26.141)3n(28. 18 305, AT (2, ae i5 Fax H), 推出 wE OR, 


Va). (26.69) {uE mito<3 = 《好 es Fy A WE d 
巧 来 证 明 . Hu, u} CO,(R, EN 0<8<5 . (26.186) 
fil Vi c EPA), 有 vC SCR, Li-2(Qy. Wit, (26.38), 


FUER, LA=37(2)), AHH, «€ O,(R, L*3(0)). A 
此 ， 


PUER, Vo, s-35-ü-39r 
REOR, Y Fa), non imt iu, nea Vasx Vy, w€ OR, 


Vers). 如 2+ s> $, 则 由 (38.137) 可 得 (26.148)， 从 而 得 到 我 


们 的 结论 ， 反 之 ， 家 重复 这 个 过 程 ， 现 证 明 这 个 过 程 在 有 限 步 即 
ik, WIE, 设 第 nn 步 开始 Os EOS, Viran X Van) FH 
为 {u, uyeo,(R, Fitina X Fana ); 其 中 

148,,,.-94 9 0 28.) 


San 


2—r 
9, —3—. 


因 1<y<2 5,9 too, MEERN nm， 使 得 DLL. 于 是 
(26.197) (26.148) Æ. XPE T (26.6). 
RERUM. 
D 各 种 正弦 - 芭 登 方程 (方程 组 ) 初 边 信 问 是 
(1) ROB wil AEN E ge we BED U DCER 
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uui ong, — Au-+u-+sin u= f(x), (26.144) 
Aes t)=0, 6QxR (26.145) 


ula, 0) = u(x), uz, 0) =w), (26.118) 
其 中 Od EE 0068» 00 的 外 法 向 量 ， FEL (Q) 3k 
iz iR TER. 


H-I«0) D(4)-[zem*«a), Žo, «con], 
AP-—APRE, g(D-sn£, 
GE) 一 | (cos£ —1)de, p=0, 


于 是 , 可 用 上 述 定理 进行 讨论 ， 
(站)- 正 就 -六 登 方 程 组 P 
Uat -Fu — A sin wt h(i — us) — fs, (26.147) 
Unie + tine — XU SID uat (uta — 14) = fi MES (26.148) 
um, 0) -0, eC OQ, 1220, àé—- 1, 2 (20.149) 


wn, 0) euo), C00) uns). »€Q (26.150) 


Ry H-1(@)*, D(A) - (Es £) EEO), £0, 00), 
A(E, &2) = (-Aéi, — ô), | 
glé1, £2) = (sin £i -A(£1— £2), sin £--h(£1— £2)), 
Gs E) = | [eos rt eos $7225 (2 — £202], pend, 
(ii) <b RR AER Ree 
le Tuc Ata HBn (ur tt) = fa - (26.151) 
Uatt-+ Un — Aug t+ sin (44 — ug) = fa. 
m Alsi) (Aiti 26-36), 
其 中 为 是 一 人 AAP. G. Diriehlet) 边 界 条 件 的 第 一 特征 


A. 
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e p À - 
GG, Eo) A f cita ta, 


Pln £) = (sin(£;-- £x), sin(£ —£2)), 
(iv) 
(sn Fo; -H duo | ej te =f, (26.152) 


ula, i) =i (a, £)=0, @Q2*R, (26.158) 


ulg, 0) = u(r), s5 (m, O) = uls), sE (26.154) 
其 中 o>0, OCR, mss3， 取 
H= LQ), 


zm 4 H? Nul 4 9 = 
D(4) =E) N HKO = {ge EA), £- SE 0, aa} 


s) EIE, GE) = Àj, Eide, peo. 


C) 
Uti + Oke + Usare H u-cg(wu) =f, (26 .155) 
u(z-- Lb, t) ^u(z, t), ER, tz0 (26.156) 
u(z, 0) = uols), wr, 0) —ui(z), (26 .157) 
其 中 非 线性 算 子 定义 如 下 : 设 E RR E 的 鱼 里 叶 系 数 , 即 
£6) D £x exp (2ink 2). (86.158) 
E 
gv CXII? | Gri? |? Ek, (26.159) 
inp D RRC 5 WHF g EEF E> S ODEDE .引入 
GG) = soy By Hee, (26.180) 
其 中 名 在 (36.158) 中 给 出 、 当 | 
Occ (26.161) 
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BY, 问题 (36.155) 全 (36.157) 能 用 抽象 框架 处 理 , 其 中 
Deg By, DDALEN 
Ay 一 Met Us ps9. 


4 c—1d4«BOxc-1Hn,axdc ummÉdm. 
$26.6 dE B ik zr 
BJE, 五 ) 中 给 定 , PEOR, H). gii T0, 
fa--T) OM fa. VIER (26.162) 
引入 一 族 算 子 {S(t, s)} in F: Cé, sCR) 
给 定 pE E, 设 
PE) = SCE, 8) Poy ER, sER (26.163) 


其 中 pC) TES [3] 
gQG)rAgqG)--I(eiv)-(v,cvcR (26.164) 
(s) = po (36.165) 


BOE, Heh AF (7z)= {0，f(t)}， 由 命题 1， 可 知 问题 (36.164)、 
(25.165) ay, S(t, s) C O(Eo, Ev). 另外 ， 由 问题 (36.164)、 
《23.165) 的 解 的 唯一 性 , 有 
S(t, t -idg, VicR (26.106) 
S(h, OSC, t3) - S(h, t). Vt t tER (36.107) 
由 周期 条 件 , 有 
S(--T, S--T)-S(t s), VtsER (26.188) 
因此 , 族 LS AT, Ojer 形成 一 离散 群 . 


置 
S@P)=S (nT, 0). Vn€Z (20.169) 
对 于 ASP) her 的 泛 函 不 变 集 为 Eo 的 子 集 五 , 满足 
SQ@D)X=X, VnE€Z (28.170) 


最 大 吸引 子 YU 是 在 B PRR MPRR, CRI) Eo 中 的 每 
VEAFR, AMAR SER, CA 中 任何 有 界 集 映 射 8 十 
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mT, S^ Bg m-»--co lf Trot p SC, OY, 
给 定 一 有 界 集 BC By, 极限 集 定义 为 
w(B) = (1 US a) Bh. (26.171) 


它 有 如 下 特征 :PE Eo 属于 wy CB), 24 ELGOR EI, o.) E 
NEZ, p, €B, H4 n> By, N,—--oo,H 
l dz SN,, T)o,, p)-0. 

我 们 有 

S(T) w,(B)=w,(B), Vn€Z (26.172) 

定理 9 设 

(i) SG, 0) 具 有 在 Bo 中 的 有 界 吸收 集 Bo， 

. (Gi) 对 于 Bo 中 的 有 界 集 , FERE K C Eo 使 
Im sup dz(S, 09, E)=0.. . (26.113) 
a> 3 
WA: (0&8 U= wpl Bo) (26.174) 
含 于 Esp, 它 是 间 题 (26.164)、《33.165) 在 Eo PHRARSIF. 
对 任何 了 PRAAR SCR 
lim sup dz,(S(é+ mT; S)po, SCE; 0)%)=9, 
ih (36.175) 

(D 最 大 吸引 子 Z 具有 有 限 的 分 形 维 数 . 

证 明 由 (几乎 等 同 于 命题 5 及 其 证 明 ， 可 得 (a)， 对 
F(b), 由 (26.170) 和 26.4 的 分 析 , 用 离散 群 ST) her REE 
SEALS) em EO nT, nor oo {RB t roo 即 得 . 

现 以 具 强 迫 力 的 正 艾 - 苹 登 方程 为 例 . 本 

Vp Oty — Uee t Sin u= DP sin ot, cC [0, 1], #>0 


(26.178) 
u(0, D) —-u(b, t)-0, = t>=0 (26.177) 


ule, 0) ==u9(a), 


ty Cv, 0) Wa), zc [0， L] (26 .178) 
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其 中 a>0, L-0, 740, 040. BA, RI T-27. pamo 


FH v 8S .176) ~ (26.178), 有 

定理 10 ”存在 一 有 界 集 作 在 HO, L)x H'O, L), E DUK 
Eq e LL o iE 

(i) 对 初 值 (us, w)€ Hi, D) x D'(Q, D) 的 任何 有 界 集 
及 其 对 应 的 问题 (36.176) 一 (26.178) 的 解 是 Cus, E (e o0 
RRO, L) x LO, DBD) ATS. 

(i) YERIS REUT 


ap QE m? l 
Sus 其 中 eo=min(=, a. IP ): (26.179) 


(ii) 它 的 分 形 维 数 小 于 
2(1+ Je). (26.180) 
证 明 24 g(u)=sinu, Q—[0, L] 时 ， [XE (26.176 ) 一 
(26.178) [a] A fa] BH (25 .133)— (26.185). 为 了 证 明定 理 中 的 (i)， 
应 用 定理 9 定理 9 的 假设 (i)、 Gih 36.5 可 知 当 自 治 情 况 时 是 
RUM, BT Sle, OWE fle, DER, B), filet) EOP 
H)H-L'(0, L), Af (, t) - I' sin wt, 即 知 满足 。 因 此 ， 最 大 
吸引 子 是 存在 的 ， 现 考虑 它 的 维 数值 计 ， 设 


2 
M-j j-1,3,-- (86.181) 


1+ 


为 算 子 Au 一 we BK MER IS BU] ie. Bs S. Ea 
ti i 中 为 

e min (4, zz) (26.182) 

现 考 察 (26.59) 当 S=0 是 满足 的 ， 因 g'(E)e — p eos p, 有 
lg'(&) auo zp- sup COLTS 
fiotaz-i 7° 
因此 , XE (26.126) rp, 
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B=1. (26.188) 
9. (26.181), 可 得 


m 2 
qno fo tt Nt L ) (38.181) 


fo oe ET jm 


2 
Ym (2-A ), (26.185) 
因此 , 如 m > 207/387, f gnarl 0, 18 (26.119), 
关于 分 形 维 数 , 令 mmo 使得 
Sue ee 
Tite i a 9e? "IQ, 
JA(26.185) x} m=1, Ut, Mo, 有 
I? Mey I? 
In -一 6 4 ) € Beg -1 
as (sm D TE pa 
4 089 S86 Öso 


因此 Mo Max (1-22) <amyca(1+ ag) 


lememo 


由 关于 维 数 合计 的 一 般 定理 , 19 (26.180), 


$27 ”一 类 非 线 性 演化 方程 的 惯性 流 形 
在 项 尔 伯 符 空间 瑟 上 给 定 内 积 (-，*), 非 线性 演化 方程 具 形 


式 
= + Au-- R(u) =0, (27.1) 
其 中 
R(u) — B(u, wu) 4-Cu— f, (21.2) 


AHH EASIER T, DAE H PR, 设 4 是正 的 ， 
B] 
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(Av, 2) >0. Wee D(A), t0 
A3 ERY, PRU udu TEM DCA)SI H WE. 4 表示 4 的 
sKEGCH), 空间 了 了 ss- DiADLARANS A, HAAR 
(u, oas (A'u, A0) Yu. vE D(A’) 
uc. ou = Oy vt. 
Bp 4-! num ege AD, 则 存在 H 的 正 交 基 Go), d ARS 
特征 问 量 组 成 ， 


A00, — kt. (27.8) 
特征 值 满足 
Oc A A Rn, À,—-oo, joo (27.4) 
从 (27.3) (37 .4) 易 得 
[abused in’, wE D(A?) (27.5) 


Avy SAF Arul. VucD(AU S), Vp (27.6) 
S px d& Hoe (usns oy) 所 成 子 空间 的 正 交 投 影 (到 = 二 2, +), 
Qy—I—py. ÆT. MABE RG), Blu, u) 为 双 线 性 算 
3 D( A) D(A)H, O & DAA H RENT, FED AY), 
进一步 , 设 
(B(u, e), v)-0, Vu vcD(A) (327.7) 
[Bw v) «0. lu? | Aba, [AP ol? | Avl? 
Vu.s€D(A) (27.8) 
IOu] < O; A*u|*  Au|, VuCD(A) (27.9) 
其 中 O0: 02. 和 下 面 的 O.4¢=3, SKAER, SM BO, Kirin 
下 连续 性 质 
LAS Bu, v)|<O; Auli Avl, Vu.vE D(A) (27.10) 
|A2Cuv <04! Aui, VuED(A) (87.11) 
最 后 , 设 ACC 是 正 的 , ME 
233 


(CA i Oly, 办 ed 到 ia Yue D(A), o>0 (27.12) 
ZIET DAAE, C27 1.) A3 a ed 
u(0) = u€ IT, (21 .13) 
BENT BEC QT AL) (27.19) HA nik -NE Stu, VEE R*, S Duo 
ED A, VtCR*, RA SCO 具有 通常 的 半 群 性 质 . 
我 们 现 对 方程 437 .1 的 解 作 一 致 先 验 侍 计 ， 为 此 ， 需 要 如 下 
不 等 式 和 引 理 . 对 于 0, Tiel, 1<p, gc oo f 
Daw! =D Br : | By: 
«S Xie nr EY). — rao 
B21 idtg(D.A(0. yOBRSTEND ARR dot oo, 
它 满足 
Wgyth Viet) (27.15) 
H 
ttl é41 t+1 
i gds Ka, f h Sds Kas [i y(s)ds«os, Vi>to 
| (37 .16) 
其 中 a a aa 为 正常 数 , 则 有 
y(é-+1) < (a3-+ag)oxp (as), Vizío (27.17) 
(27.1) Aw ERIE, RIE (277) (97 12) , WA. 


1 di l 1 
IF ,"ra|ATu|*« | Cf, u) ASi Au] 
Sab 1i |y; 
<5 47u] taal Fl . 
于 是 有 
2 utamjua ujta ATu [s gia 
di dt l aA 757 


(21.18) 
(27 .15 Al ^u fF PI EU h C27 .8) (27.9580 (27 145,7 
284 


|( B(x, ui + Cu, AuM 
1 1 (8 1 1 x 
Uiui? | A*u|| 4v;? +O,|A?u|2 Au Z 
1 1 

«51(01u,* | 424; +04 AP u |”) +, duj. 
类 似 地 , 有 IUS Audi UA Ifj aul, 
由 此 可 得 
alr LAB y te a | APu|2+ | Au]? 
BE ee dt ` 


n= 


«o, ul Aue Ault +3) f]? (27.19) 
(27.1) 5 Au ERM, 得， 
i LAM 2.4 | Ary! 
9 at i 4D 5s : i] 
« (Buu, uv) Ou, Au) HCF, A] 
<'( AX Blu, u) tOu), A¥u) | - | (Abs, Abo| 


<0;!Au'?, AP a! 0. Au] [Aza Æ A? F | VU 
1 a 
&j Os Au 50, | aul? [AF pi T [aluo 
^ Au 1M Au |? aE] Au]? + [4 到 | 
di ` ` dé | 


| «OC. L4u;--0,; Au ?--8' AT f|*, (27.30) 
将 (97.15) 应 用 于 (27 .18), 可 得 wit) S (£s, 
lu) |*« | w(0) |? exp( — a0) + o3 (1 — exp( —a241)), 


(27.21) 
Jet ams UL. BS OD [EE BOR, 有 
lim sup! u(t) ?«zpg. (21.33) 


再 从 (27.18), Ai [7 Abu "ae 是 一 至 有 界 的 ， 册 (37 .19), 有 
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d Au? <O Ault + (0: -X| Au? + 2| f 13, 
其 中 Ow = Cob, (ult) cH, +0. WESAL + 

g—Owol AT, yo Au), b (0:94) | AP 2421 fI? 
* Abu te NOST. OTA | Au (s)|?as 


一 致 育 界 ， 再 从 (37.20) 可 得 | Ault) 和 | A3 u(s) ?gs 对 $ 
一 致 有 界 , 因而 


1 
Jim sup | A?u(t) |? of, (27.28) 
i> foo 
lim sup | Auli). "<p, (21.24) 
iom 


M. (27.22). (27.29). (27 .24) np t, (27 .1) 的 任何 解 在 某 个 时 间 之 
J& (6271977 0) 4 El t ^3 
Bo={w€ H, ‘x|<Qpoh_ 
B,- {zE D(A), | Aže| <p}, 
B={rE D(A), | Ar| «20;] 
H, A Bo H w RR Z, 
= w Ba) = OUT} SG)B2)) 
是 (37.1) 的 整体 吸引 子 , HE OE REH LAA 
ABN BN Bo. 
我 们 考虑 427 .1) 的 截断 方程 的 惯性 流 形 . OCs) WR, 到 
[0, 二 的 光滑 西数 :0{3)=1, 0<s<1; 0(s)=0,s>2, |O'(s)| «2, 
s>0, FR e= 2ps 定义 i 


0, (5) = 9 (3). $220 
则 (27.1) 的 截断 方程 为 
dl! Atul) R(u) =, (27.25) 


(27.25) RA uO) ^u, € H. 的 解 的 存在 性 、 唯 一 性 的 让 明 是 直 
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Hs, BA, 当 “4w|<p 时, 0,(|Au')=1, (37.20 (27.0) Æ 
相 侣 的 . 当 | Auli 2p 84,8, (| Aul) <0, He (27.25 Ej Au 的 内 积 ， 
得 

ur [Atha du ey + ASu?«z0, 


因 训 轨 线 u(t) HE DCA) B bL IB RR FEE ps Qo 的 球 中 , 另 
bp. RX u 是 局 部 Lip. ERA, WW FQw)-—9,Ciu|)R(u) 是 整 
体 Lip. 连续 ， 即 存在 K, tE 
FQ — F(v)|«K|v—»vl. Vu o»cH (87.26) 
EX CHAT (SO. WHERE, AE— T HIR 2E R9 36 
滑 流 形 pE H GERE Lip.), CW E: 
(i) m JETER, MA 
S (Duc p. (27.27) 
Cii) u ERR SI OT .35) 方 程 的 所 有 解 ， 即 存在 常数 在 > 
0 k2>0, MT we 五, 有 
dist( S Guo p) « bie", Vt20 (27.98) 
(ii) 吸引 子 .2 Ew. 
现在 要 构造 出 惯性 流 形 , 从 而 证 明 惯性 流 形 的 存在 性 ， 设 Pw 
EEA PN 维 的 正 交 投影 ，Q@y=I 一 Px， 并 记 P=Py.Q 一 Qs， 
设 u(t) 227.25) HR, & p = Pu g(t) = Qu, Wp) got 
PH AQE ERE: 


dp - -| f = 
“at Ap + pP(u)=0, (27.29) 
d +Ag+QF (v) —0, | (27.80) 


Rep Flu)=0 Aui Rw), Hu-p-g. 我 们 寻求 惯性 流 形 m, 
它 是 由 Lip. BRO, ，PDC4) 一 RD(4) 的 图 构造 得 到 的 ， 即 多 = 
Graph 9, iX O5 作 为 一 个 算 子 ， 在 函数 类 F 。 上 的 不 动 点 得 
到 ， 其 中 多。 是 一 类 函数 一 PD(A)>QD(A), CMR, 
|AD(p)|<d, VpCPD(A) (27.31) 
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"s 


| Ad(p) — Ab(p.) «ll Ap, 一 Apel, Yp P2€pD(A) 
(27.82) 
Suppéc(pC PDA) | Ap| <4}, 
其 中 60、 De0, Mpa pith, git) = BC p)) W Æ (27.2), 
(27 30515], up + BPC) QT 25) t8. BED EF 中 给 
定 , poE PDCA), W 
P+ AptpF(p+®(p))=0, p(0)=po (37.99) 


HIRE p= pC; po, 多) 是 唯一 存在 的 ， 这 是 由 于 oc 一 0,Rlo tIl) 
是 Lip. 连续 的 ， 因 p=p(é; po, P), YER. ZiT (27.30), F 


£4. + Ag+ QF (p+ B(p))=0, (27.34) 


HFF DOERR: RI, Wik, (37 .84) 存 在 唯一 的 
H too BE AAR gE). Bu WT 


g(0)=—| e"*Qr(-9(p)ds (27.85) 


HP p= pr) = 一 Da; D, po). OHT DC. Al pc PDA), 
q(00—g(0; p, d), Hak 
PoE PD(CA)-»9(0; po, ©) CQD(A) 
ii PD( A) RHE) QDA, 3339.7 D. 因此 
F Op) =f? QF (ude, (27.86) 


dB u-u()-p( 9, po) + BC ple; D, po)), Bd gO) — 9 po), 
TAESORX Y N01 的 条 件 , 使 

(1) FT RHF. HAS; 

《ii) .9 E For LERH. 

RMA ERA D, PD(A)>QD(A)P= Py, Q=Qx= 
I-P»). PE Fab BI Æ (27.81) ~ (27 .38) n 

引入 距离 

I8 -wi Eup. LAd(p) — AV(p)], (21.81) 
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51.9. 是 一 个 完备 的 度量 空间 .对 于 BE 多 ii, 喘 射 在 PDi4) 
ERES 
T Bo) = -[. e QF (udr,  p,CPD(A) (27.38) 


Jti ulr) =< p(5 B, po) +P( pCa d, po), pl; 0, po) (T 29) 
满足 pC0，B，po) po ER, 以 下 我 们 对 算 子 人 的 性 质 进行 研 
引 理 & 设 >0 A e<0, ST (AQ*e HOH EAR: 
连续 的 , 它 在 (QI) EREC i (AQ) | op) SEF 
Kiiv|*, 当 —oAyi;«v«0 时 ; 
AS eue, Mj — coe aya AY, 
证 明 Hoe © huj QH LEIER, M 


KAQ)*evtsio. ge") sup Queer)! 2 
APAK 


£N 


(27.89) 


UAE (A*e ^? i »|?, 
因此 
| (AQ)? er42 | on sup Me", 
初等 计算 表明 ， isi 
a, TAR Iv'-*(ae- 1^, 34 oA i m0 BY, 

EL (Ate et. ha -ahri B. 

我 们 得 到 (27.89), 其 中 Ks= Kala) = (ae™)*, 
作为 (27.89) 的 直接 推论 , 有 
f | (AQ0*e74* | dv < (1— a) teh Ks. (0<a-<1) 
(27,40) 


W(87 10). {97.11) 可 得 
(AQ) ERGO E 1 AE B(u, w)!-+| Az eu] +147 S| 
«Os! Au|*-- C. Aul 3- | A3 fi. 
当 [4] 720 8, 0 Aul) 70, 有 
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1 
ICAQ)? P («0 |< Ka, (27.41) 


dies 
HoBOK.,—40521220,4'A? f, Fi gi (27.80) ges. 
583 pipt PIKA), 7 Pipo C QD(CA), W 


-1 
[4.7 Dipoi SEN, (27.42) 


ae i : 1 
LA ZZ Om) Koi (27 .43) 
其 中 Es Ke 是 适 兴 的 常数 , 它 与 po. 下 无 关 ， 
证 明 AY Qe***—67"*, BW FT Dipo) € QP( A). 


| ATF Bt po) <| |AQe P(x) ids 
<f 11492, CAE (u) la, 
LAT.7 © po) <f (AQ) te 49 Fu) |de 


<f AD eelo I (AQ) FG) (ae. 
FBR B AS), (27.42 AT A (2T 40) (27 41) 880, SUR 


bn ATE. (27.44) 
则 对 DE Fs, 类 似 于 (27.31), TOMB 
142 d po) | «5. Vp CPD(A) (27,45) 


BrGr4S, TORE DAD HARB, B 4 于 是 紧 的 ， 因 
Jt, 7 HARE QD A 的 一 个 紧 子 集 ， 它 不 依赖 于 D. 

DUS TO 的 支 集 性 质 、 连 续 性 质 ， 

3:84 对 每 个 更 E 多 wo .7 下 的 支 集 包 含 在 {TDPEPDUd); 
|.Ap| <4p} P, 

证 明 w=p 二 Bp) in! Ap! >Bo, UN 

Au =( Ap 2+|AG(p)'2)¥=|Ap| 3p. 

Ei 6,( | Aul; =0, 

30i |Apo de, WE € KEP RAE |Ap@| 720. FH, 
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方程 (37.28) 为 


OP Ape 
L ia i 
也 此 推出 
1 P, , 2 1 !Ap|? 
Xu Api? Ap «3 UAI La poo, 


因此 , 对 7-0, 有 
2o- Ap(0) <|Aple)lexp(Aw)< Aplr), 
因而 @,(|Aute)!)=0, Vr<0, (27.98), 有 
TF ©(p)=0, VEEF,,, 
先 证 非 线性 F Qu) 的 Lip, PERE, 
引 理 5 {kpn PE PDCA), B DEF ni = pit DP), 则 
| 43 P (ay) — A3 F (uj) 
«K(ü4D)|Apm-Ap| +P- Di], (27.46) 
EPEAK RRIF pis d. (Hop i=1, 2). 
证 明 H^ DE REBEL (QT 10) 40 (27 11) E 
| A? Ru) — A? R(t) | 
< | AŤ [B (us, w1) — Bai, te) +B (tts, tty) ~ B Cua, w)]! 
+ | A2 O(u, ug) 
«Oa | Auy| 十 j Atte | ) [Aw — Auz! +0,| Au, — Ausaf 
和 
[AFR (un) | <Os| Aus |*4-O,| du |? + | 4 f. 
EEG 
Q= A37 (,) ~ AIP (us) 
76, Au|) AT RQ) —0,( | Ata!) AYR(us). 
(i) 2e«]Au|.2p« | Aus], 
(ii) 4| «20x | Aua] 或 | Au | 2p« | Au |, 
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Gii) ' Au,'<2p, | Ane] <Q, 

FII. Au! 2p tht 0,1 Au) <0 1 10] «2071, RANA 
(i) G=0, 7 
(ii) |G;— 0, C Au] ) A? Ry)| 


1 
= 16, Cu DAE Bie) - 8, CL Aus D AT RCs) 


1 
< 10,CAu | —9,((Aus)) | LAE Ra) | 
«3p 1| Au — | Aus] 


1 
* (Os | Ais '?-- O4 | Aus | 2-1 A? f |) 
 [OsC [424 , + | Aus] ) +04) Au, — Ausl. 
因此 ， 
1 1 
LA2P (w) — A? F(u5)| < Kr| Au —Au,|. — (27.47) 


其 中 K:-207(04p-- 0,20 + As [}+Os4o+O.. A 

ti — te= Py — pa + (Di (pi) — Di (peo) ) + (D1 (po) — d«(p3)), 
有 | Ast; — Auto| « (12-0) | Api -- Apa] + | D, — 0]. 
Beer (87.47), BI (S (27 46). 

现在 来 证 明 ,在 适当 假设 之 下 , I REA -F oni B) Fo M Lip Bt 
8j, 旦 是 严格 压缩 的 . 

首先 , dO EBEN, por, pore PD(A), p=p (t), p— p. OE 
(27 .28) 满 足 初始 条 件 pi(0) = po, HRGL, 2), 

4 A=p,—po, 则 4 满足 方程 


a +-A4+PF(u,) — PF (uj) =0, (37.48) 
Sb um p-Fd(p), i1, 2. fE(37.48) 5 424 的 内 积 ， 得: 
4 © Asje | Ab aj? = - CaF pru) -P (u), a3. 


(27 .49) 
Hy (27.46), 得 
5 i AA)? + | ATA], K: (1 + 1)|Ad] | A? 4). 
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Ode LO BP 


ie 1441--| AA - aa Ext) Aat 4341. 
因 4€ PDCGD, 4 
! A* Aj ME AA]. 
因此 ， 
1441 | Adie |] Ad|?— Kal dt Ad, 


或 
d 


dt 
从 (27.50) 可 得 
1A4CO | <!.44(0) exp (7 7 Qu + KL 4+DA3)), 
e<0 (27.51) 
3386 Yrer An- ED AES0, Wt OC E 
和 Por Po: € PD(A), 有 l | 
4.7 Dl pa) ^ AZ D(pa) | &L|Apu— Apol, (27.52) 


1 
AA Qu + K7(L+DAR)| 44/20, (37.50) 


其 中 
_1 -1 xx 
LKADA Uk (1- yray) Me Pexp( 228), 
2i 
Pye, ay-1rEQd-DA,. 
Agi 
fm c... 


证 明 5 (27.38) A (27 46), 有 
| AZ d(pa) — A4 p) | 


< 人 1405 QU G2) - FG) dv 
«x,a«D[" 1149791, 4aG) ds, 


其 中 d=p,—po.. 由 引 理 2 和 和 (27.51)， 有 
293. 


; a 
| (AQ)? 2740! p| AA) [de 


HU 2i 1 
<à] A explr Asn M Kit DAD Ide 


TOE 


expL- 7 Qa] E (1+1) 8) 1o) | Apa — Apol. 
由 初等 计算 可 知 , 最 后 右 端 表达 式 固 于 
M e 2 [14-(1—Yyax)*] oxp( Te | Apor— Apol, 
REH T (37.53). (27.44) (37.02) f19[ 4 EB 
I DET. 
至 此 我 们 已 证 明 TRA 7, Fo F vu. 现 证 TF 是 Lip be 
射 ， 为 此 , SRP BRS 和 Fo, 具有 同一 初始 条 件 ， 令 
f;—p(fa Ba po), wu p. - Y p), RD i1, 2. 
我 们 估计 AF di) — AT du(po) |. 用 相似 的 方法 , 可 得 ， 
FAA) Cua Ad) > — Kio s — Gol, (31.58) 


其 中 A= pi— pa, aum (1+ Ki Co] ). BB 4(0) =0, iA (27.58) 
可 得 : 


3: | 
j AAC) | < Er pr) — 1) 


Gsyhy 


4 
KKA jD Delexp(—ayAyr), T0 
(21.54) 


nar 3] 38 6, i (27.38), (37 .46)0 (27 .64) ,可 得 
[4.7 (po) — A. Pal po) | 


« [^ 14967 G Q4) FG) ld 
«X; f 1149) ete alH) AA] HiB- Dilde 
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4 


sdk 2b RL pp MA poe 


1 
<K I-21 AQE 
(1 
"(1 ESAS E Denm “dr, (AT .55) 
由 引 理 2，(27 .55) 右 端的 积分 装填 
cd sicud _t -a 1 
26 PASH, HK O HDI [Ist explo Ama ax) Tdv 
=a 
- [x |t| *exp( —^xaxv)dy 
23.1 _1 
«9e Art + K ; (12-0) Ay? 


i 1 
° [ots e *(1-- (L— Yran) -exp( Yuen) 


= > 


01 1 (i1 
«2e Art FL. 


于 是 , 有 
|A.F ®, (po) — AA d po) | <E |G. — Def, 
Vpo€ PD(A) (27.56) 
其 中 I/—K (Qe NF, + MEL) i 


如 上 所 述 ， 我 们 寻求 条 件 保 证 .9 PHF, WAS, HE 
多 中 是 严格 压缩 的 . 这 就 要 求 寻 找 充分 条 件 ( 对 xx Pil Ayr), 使 
之 保证 

L«l, L1. 
首先 , 注意 到 Yum ua I EL HEP 等 价 于 


i- Twy >0 (27 .57) 
或 


则 从 (27.57) 推 出 


L« K.(14-1) A55, [1+ (1-7 non) 4). 
3 48 Lecl, 充分 地 选取 六 ,使 得 以 下 两 个 不 等 式 成 立 ; 


EK. DASS <4, (27.58) 


1-—7?xyex-9, (27 ; 57) if 
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“4 
EVAL Is; (1- Prox) tet, (27.59) 
(97.58) 94 
Ki, (27.60) 


AUBOES-2K.-))LO. MEAR N, EAT. pur, 不 等 
式 (27.59) 可 写成 
K usd <1- yaar, (87.61) 
它 等 价 于 
Kd — 14+7s+ Ks (LHI 0, (27 .62) 
其 中 a . 设 
8+ Kuhn's = (Myst E+ Ror «1. (27.63) 
应 用 (27.68) 两 次 ,得 
Kul, 11 yt Kul YE Kuh 14-80. 
(27.64) 
Bel, c EQ14D«Kas. (27.63) HEH} (27.62). 再 推出 
(27.61), 
因此 , 为 使 T 映射 多 为 Fon RIR Ys >0 R1- yray 
20. 这 个 假设 由 (2 .61) 所 保证 ，.9 映射 Fo. 为 自身 的 充分 条 


件 是 (37.58)、(27.61), "E i3 (27.60), (27.63) f VE, 容易 看 到 ， 
这 两 个 不 等 式 是 


Koxha -a3 (27.65) 
的 推论 . 
HHT EF or LOR, DELL RLS, A 
而 推出 
Reig (27.66) 
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其 中 及 4 一 2KR; (2242). Bh. Peet (QT.05), (27.66) T, 
F RH Fo WAS, AES, Buh, 7 存在 不 动 点 . 
MERE M- Graph BJE S(t) 作 几 下 是 不 变 的 。 凤 有 
S@McM, VimO0 (27.67) 
并 证 明 它 吸引 着 所 有 办 线 指数 地 逼近 M, 
先 证 明 M 的 不 变性 ， 束 实 上 , 从 表达 式 


Dm) =- | e^ QF(um, po))dr, (27.68) 


HR u(r, po) = plr; D, po) -- G(p(v); D, po), RE po H p) = 
p(t; 9, po) Y (27.68), 且 注 意 到 

plr; D, pt, D, po))=pCr+t D, po), 
可 推出 


O(p(t))= — [^ et QC), pleas 


= -f e t-»49 QF (u(v), Po) )dr. VIER 

MS (27.69) 

LRN t 微 商 , 容易 看 到 , Cle), a0) JE] RE (27.29) , (27.30) By 

f, ult)=plt)+g iy (27.25), HP gO =DE). x 
就 表明 S(OMCM, Vt-0, 

为 了 证 明 M jREOEUES[ (37.25) 的 所 有 解 ， 我 们 先 叙 述 方 
程 (27 . 20) EE ER: 

挤 压 性 质 MERE >0 770.720, 存在 常数 Ko Ks (ER 
MrT Vr 和 常数 O1~Os， 但 不 依赖 8 和 站)， 使 得 对 每 个 
Nel, 如 下 之 一 不 等 式 成 立 : 

| QS (4) uo — S(t) 20) | y pw CS (4) uo — S(t) a0) | 
(27.70) 
或 
[|S wo — S (£) v0 |< Ksexp(— Kaa Ait) to~ vol. 
(27.71) 
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Ye Ee UE YA PG E tote ty A tt, EP 加 一 
T 


(E) tog 3 i fitit, Aue ar Aol er f, OR 
2K, 


1S {Evo Siva, x oxpCK at) iuo — vul, Vizeío 
y x N >No, 其 中 No 满足 
Ax (2K zato) log (2K 2). (27.73) 


iE BI (27.70), (27 DEA 
[Qs(S uo -S Gv) |<] Pa CS us - 8 (4) v0) |, 
(21.12) 
8), S(t) v0 «ite el (27.4) 


EH w mE D(A), LAusg| Sr, [Avol <r, focis io, 
固定 = 4e-- b, IK (27.24), (27.26) B) PLEX Ec ptg DCA) Bit 
入 以 0 为 原点 以 4p 一 8pa 为 半径 的 球 内 ， 设 
idwi<dp, [AS (u| Ktp, tU 
RSE. 对 任何 石 , fo Do, 有 


dist(S (t,)uo, pL distu M), 


其 中 dist(ó, M) -inf(i$— vl. «€ M). ib, 选取 wo fi | to— eol 
—dist(us, M). Wi vo Put (Poo). RUER | APoo| 4o, F 
NY, 如 |.4Poo| 2402-7 APus ', WW] (Poo) -0, eo; — Pes, 35, 存在 
B, 0: 8«1, fli | APos| — 4o, 其 中 v? — GBPug - (1— Bjuv € PD(A), 
则 有 (we) 一 0， 央 此 , va Cu, H 
| %e— voj?— ]vs — Pw)? | Qu; |? 
= | (1- B)(vo — Puy) |*4- [Quo|* 
« |vo— Pus |*-- | Quo |*— | vs ult, 
这 和 |vo— u| = distu, MAB, W [BCPwo) | « b, 有 
| Av | & | APvo| + | ADCP) | «49-56 =r, 
HK, XfS (tjue f SG) v0 ABR E IR (27.78), (27.74), im 
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(27 .74) 成 立 , 9] 
dist(S (tuo, WS "S(t; Juo— 8 Ct) a0! 
KF ouo to J dist, Hu). 


3n (27 .73) ri xr., 则 
dist(S (ts) uo, LYE IS (h)uc— (PCS (tr) to + B( PS (0)u9)) | 
< QS (tuo - QS Gi) v0! 
4 MNA a — BPS (tuo) | 


«(1 7 =p) | PS too PS (#1) uol. 


从 (37.73).(237.32) 和 
Igi «Ast, Aq], qCQD(A) 
[Api Ax pl p€PD(A) 


aist(S (6. M). [8 (4)00— S uo 
«i (99 — uo) -i dist(uo, M), 
FH, 对 任意 tte, t=ntr, dox i Wh, 有 
dist(S (Juo, u) < (ŁY dist(us, M) 
f t , 
-exp( ie 2)dist(u, a 
&exp( og 2)distCw, M). (27.75) 


f TRECE lic SA ay loea. 
我 们 再 证 明 整 体 吸 引子 .%C MHF, 事实 .上 , 如 uc oz, MEGY 
对 一 切 # 定义 ， 根 据 (37.33)、(《37.234), A 
disi/S(£)u, A) <Qoo, VIER 
4 v=S(—t)u, JEn >to, BACT 75), 有 
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dist(u, M) —dist(S(tyn, AL) <exp(— 过 Jog 2)-20.. 
0 
这 就 推出 dist(v, M)=0. Ri CM, 
综合 以 上 结果 , 可 得 如 下 定理 . 
定理 1 RREO.) PROIE, MoH 
《27.73) 所 确定 , 则 存在 常数 Ko Ku {依赖 于 7 和 初 值 ), 使 
NoN, Mu>Eu Mba-kbeE.. (7.76) 
则 存在 57-0, 使 
Ci) FMW Faw For. 
Cii) FEF, P RETI X. 
(Hi) Af =Graph(®) je (27.25) KRENE, 
Qv) M SAO DWBA. 
定理 UJ CA7. 1), (27 .325) 给 定 在 A E, 其 中 非 线 性 项 


Fu) -6,( 4u|) Ru) E(27.26), BU BE, Oct. Wd 


在 po, E C277 1) B] i f (27.21) Se, WEE XE E No Kae, Kis 
CERET o IARE), 使 


N >No Angie Kia, Angi ~ Ave Kis, (87.77) 
MERIA ERA. 
HEI 非 线 性 项 Flw) 0,60 Rlw) 满 足 整 体 Lip 条 件 
| FQ) — Fi <Kiw— ov|. Vu ve H 
选取 参数 p=2o. 空间 Fn hP PH—QH 组 成 ,满足 ; 
|D(p) <b, Vpc PD(A) 
1$( pr) — GC p) | «1| p — po}, Vpi pic DCA) 
sup p®C{ pe PD(A)|! p[«40). 
算 子 定义 为 


F Bpo) -— 1: 649 QF(u)ds, 
HH u=ulr)=plr; P, p)rO(p(v; D, po). 不等式 (27 .41) 换 
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为 
| F(u) | <E} 


其 中 LRM P RO), OMe. 3DE2:46—0 HRA RR 
(27.40)34 a= 0 时 成 立 : (27.42) A 
|7 Gp) |< KS ^is, 
其 中 K=K'. Bh, DERD— KE.^ii. HARR |Av] RH 
[v] Bi, ASE AT .46) 变 为 
(F(u) FQ) KK (140) p pol 101—921], 


(27 .78) 
其 中 16]—supf D(p)|, pE PDCA)). 


4 A-p,- Pa， 则 427.48) 是 相同 的 ， 作 (27.48) 和 A 的 内 积 ， 
可 得 : 
1 d jae, is 
LE qase patate - (PC Qa) - Fu), 4. 
从 \2 .78) 可 得 ， l 


1 
ie & dt LASS <E G+), 


El 
sa Het . 
14,-- | | — | AE AP- Kt C2) | 4)? 
> hl 4j E148) 4p. 
于 是 , 有 
| A) <|4(0) JexpC— v (Ag + K4(1.--0))) T«0 


AREA B SK (27.01). 在 引 理 6 中 对 wx 的 假设 能 换 为 
| F Bl pox) — 7 dpos) | & E] for — os], 
JB L- KATO Es, 事实 上 ， 
| F DB por) ~ F Bpo) | 


«fiet rou) — FGa) [ae 
<KC) | por— gol 
x f expC Ga hu KGL 4) de 


3e 


< KC) Qaa Ar KGL +0) | por pol. 
类 似 地 , 有 
|.F dp) —.F Dal pj) | <L'\6,—9,|, 
HOP OD = KR Apa 4+ KEW0-KEL(ITD]?L. 
reel 1 
SLS, L «xo ni By, 且 


KiS Ny KS iyu Ay, (27.79) 
FRE A.A Fes HRSTI A. EMEP, 
3U5 mr f (21.25) 6 dm xc zs 177 f 
Be + Auy + PuF (uy) - 0, (21.80) 


其 中 F(u) =9,( 4] ) RD, tae RUBE PuD(A) E, 

FNAL AGE WR 7.80), 有 如 下 定理 ， 

定理 3 设 定型 1 的 假设 成 立 , 10 入 满足 定理 1 的 条 促 
则 对 每 个 MSN, 方程 (27.80) 具 有 一 个 惯性 流 形 Mu, Et Lip 
函数 Dy 的 图 构成 

Du: PyD{A) > QPyD(A)CQD(A), 

Du 的 Lip 常数 工 和 定理 工 中 五 PDCA)OQDCA) H Lip, X RU 
同 ,最 后 ， 

| 19, - 0| «3E Aaa 
其 中 lx 一 加 = sup [40 (P) — A9(p) |. 


$28 ”近似 惯性 流 形 


在 前 面 有 关 整 体 玻 引 子 和 惯性 流 形 的 讨论 中 , 我 们 看 到 , 整体 
吸引 子 可 能 不 光滑 ,惯性 流 形 虽然 光滑 , 但 为 了 寻求 它 必 须 求 无 穷 
区 间 上 的 积分 方程 , 这 给 实际 计算 带 来 不 少 麻烦 .因此 , 很 自然 地 
想到 用 一 种 近似 的 光滑 的 .比较 容易 求 的 流 形 ， 去 逼近 整体 吸引 
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子 和 惯性 流 形 、 这 就 是 近期 发 展 起 来 的 近似 惯性 流 形 . 下 面 以 二 
维 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 为 例 ， 来 说 明 多 种 近似 惯性 流 形 及 其 误差 


fii. 
设 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 具有 以 下 形式 
二 yu 二 再 ( w)-f, (38.1) 
(0) = tg, (28.2) 
其 中 Au- —PAu, Vuc D(A) 
Blu, w) 2 Pilu Vw]. Yu, wCD(A) 


RE P XR OA) Bl A 的 正 交 投影 , H 表示 KR (IP(0)y? 
RR, J"pu.o-0HB. V= (vC (O2 (0) ), divo=0}, KH A Æ 
RETA HIHN T, AC HEH, DAH tH, Ak, ER 
有 由 算 子 A GE PTA EER {wy}, Aw — wy, j= 
1, 2, -,H 
OCA «Asa ree . 
Am 满足 
Oo) m sg Aa < Om, m-—1,2,--- (28.3) 
其 中 Oo, C. 为 菜 确 定常 数 ， 以 下 用 Oo, Os, … AREAN N, 
容易 验证 Blu, oW 
(CB, 0), w) Ou; ult of Fj a 13] aw HF, 
Yu v wEV (28.4) 
(Btu, 2), e) )EOalulzo lol lw]. 
VuED(A), YvEV, YwEH (28.5) 


其 中 w€H, |u?=] isto tas, 
«cV, — [uj*- [ Vule) [*da. 


EPER- RETER UN 
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1 
Luz Ol: wi tee (= a a) Vuc D; A) 
Aj 
(38.6) 
M(28.5) (28.6), 有 


. ' 1 
Blu, v), w) «Ov, w ‘ub(1+2100( Au 11 
ura 4s 
Yue DA), VeCV, VwcH (28.7) 


© [By 0), w)! Saleh u feel (4 za (n). * 
| | YuEH, VoCV,. pv T 2 
另外 ， Blu, 2) 还 满足 如 下 基本 等 式 
(B(u, v), w)=—( Btu, w), v). | 
VuEH, Vo we D(A) (+) 
Xi F fal (28.1) (28.2) B1 f e» 已 经 证 明 ， 存在 to ERF 
Vo v. |F| AlAs, Bl 
[u(£)' « Mo, lu(D1« Ma, Vito (25.9) 
其 中 常数 Mo 5 Ma TIKT v. lf: Al A. 
3626 HB [316 (28.1), (28.2) f rt WE HI, 
B PSU H E An=span{w, +, wa} 上 的 EXE. On 
= 了 一 Pm， 4 p= Pnt, I= Qav, W628. 1) 5 HF 


Pv vAptPaB(p+ e, p-g)-P,f, (28.10) 


FL + yAg+QnB(p+ a, P+9)=Qnf. —— (28.11) 
方程 (28.1) 的 惯性 流 形 是 子 集 MCH, RAW T PRG 


(i) M ZARE Lip HÉ. E (28.19) 
(ii) 型 对 流 基 正 不 变 集 ， 即 如 vE M, M (28.1), (28.2: f] 
But cM, Vi-0, i (28.13) 


Gii) M 指数 吸引 一 切 轨 线 、 BN (28.1), (28.2) 的 任意 解 
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u(t), A distu), p)>0, t-»co 指数 逼近 .由 此 推出 整体 吸引 
T x cM, (38.14) 

MER M Æ Lip iit. H0, H HA, 则 不 变 条 件 (38.13) 
SELON (28.10), (26.00 BE ful MPO, a) RA g(00)— 
B(P(O)), Bl o(22—dp())), VtzO 成 立 , 因此 , 如 果 这 样 的 函数 
妆 存 在， 则 方程 (28.10)、(28,11) 在 惯性 流 形 M 上 等 价 于 如 下 常 
微分 方程 组 ( 称 之 为 惯性 形式 ): 


Py Ap-+ PnBp+ dp), pt+®(p))=Paf. pCHs 


(28.15) 
7T HOUR a XC 3E PRSE, 我 们 引进 近似 惯性 流 形 . 
BR, 在 (28.15) 中 , 如 S=0, DIBA R KM SIU: 


dum Typus M psB(ua, tm) =Prf. UnE Hn (28.16) 


DUA RE S| A FREIE ABT IRB, po — Graph (2), 
dp) 3 (vA) [Q, f —QuB (p, 2)] PE H, 
(28.17) 


TES RI S| FE HE HL, 
BEL 设 w 充 分 大 , 使 得 


n> (SE ) ; (28.18) 
WX (28.10), (28. 11) Ag ult) <p) +40), 满足 

[gC I < Kota 3, (28.19) 

lg e E, LE, (38.20) 

|4«(0!« Kb, - (28.81) 

140. Kirst Lt, (28.22) 


le/0—9.(0)&KiAsih,  VizT. (38.33) 
其 中 了 T,>0 依赖 了 zf [RI Bo [uQ0) |< Ro, 
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L=- (iog E Jer, 

Ko Ko Ki Ko RWT osa W 了 | 的 正常 数 . 

£o (pou, MEIR, 4+ —-1gC QUV, lg] M}, 
其 中 Ma AL 28.13). am oA, FERAS D, ZoQ9.V, 
WE i 

PP) = (vA) *(Quf - Q4B(p - d* (p), p+ 0'(p))]. 

VpcÓ (28.24) 

4 AP Graph d£: O MARNE, 且 含有 (28.1) 的 一 切 定常 解 
现 证 明 D 的 存在 性 , 并 给 出 它 的 上 界 ， 

定理 thm BAK, 使 


Ansman far, 3. (238.25) 
WEE- PRT dt. FOV, W E (28. 24), H 
ID (p) «x dns, (28.26) 


其 中 ne—»70,8MIL +77 08M yal, | fl, 
ra= [10,2 M EE -- y 10,64], 
L=1+log a, 
证 明 pC BHA, BLT», BQ, Be 
Talg) = (»4) [Qn Ff QB p+g, p+9)1. 
要 证 明史 ,具有 唯一 不 动 点 , 首先 证 明 Ty, ZZi, 4 ge HP. 
we, |w|=1, 0 
\(4*P,(g), w)| 
<o [1Gpg, pHa), A T Qu) +A Qaf! ||] 
<o [IBC p), A 1Q,u)| 
+ |(BCg, p, A ?Qqw) |] 92d fL. 
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Fy (28.7) #1 (28.4), 可 得 , 
IATL (g), w)| 


1 

A * 

«»0, p+ dl Qu Lol (1 rog 十 i D) 
ipla 


£v 0:lgi*igl*i p--gll A Qawl¥ w E 
+ Ama fl 
-1 2 -4 Am T 
<p OBMANE, (1+1og A) 
4»: 09d MI (vàm) fle 
六 此 
IT. (DE AST. (28.21) 
ds (28.25), LAC IESU 
FRET, 是 压缩 的 ， 考 察 
+ T,(g)n= (vA) Q«UB(p-- g, n+ Bn, P+9). 
Y nEn” 
i wed, jw|=1, 则 有 
igo 
(d EOD w)| 
<»*|(BCp, 9, AE Quw)| o» (Bg, v), A 1Quu)| 
7 (BG pt, A FQuu)| 


«voll | 4 "ee Po ia, 
AP ip 


420: gal? Inl IA Qu] | ao [T 
Qi. ji, 和 1 1 
+7027! *in|*l pt gl | A " Quw]|*] w]? 
EST E 
< [> 10s amà) “> log (和 )) +y-*0n6M i4. Inf. 
. 1 


B. 
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a fe^ " ACE 
E: Ts e, us Tamil. (28.28) 
g (28.255, JK (28.238) i 
<i 
cl, Y3 SZ: 
由 压缩 映射 原理 ， meo (eB gp Ta). > 
$*(p)-g(p). (28.27) Hei (28.26), H u^- Grapd* % O fi 
析 流 形 ， 每 条 轨 线 u(t) — p(O Fg C) ECT WUE u^ 的 小 邻 域内 , 整 
体 吸 引子 也 在 这 个 邻 域内 . 
定理 3 ee eee 
《28.11) 的 每 一 个 解 w(t) 一 p(t) + 9), 
Ig) -Bp Eh vimm. (28.29) 
其 中 TD, 和 Ky 为 定理 1 中 的 常数 
证 明 4 A(t)=g(t)—B*(p(t)), (28.11) (28.17), Æ 
vådt B(A, p+ d*(p)) - BCp a, 4)] m - 0, 
EH LE LAA BA AMAR, 由 (*) 得 
ridi*< | (BCA, pd (p), 4)|+|(42, 2)]. 
Hy (28.4), 有 d 
vals. Ailai +E Spar. (28.30) 
3 £T. Bh lpG)]« Ma. HEA 2, DAAM, (28.22) 
FRA (28.30), 得 
v| 4&0 E 1 A[ (5 1-24) + Kis LH Al, 
从 (38.35), 得 


4l « 


2K, aE EF, 
定理 得 证 ， 

现 考虑 另 一 种 近似 VD', 它 可 以 过 次 返 近 ， 显 式 求解 。 有 如 下 
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定理 
定理 4 设 m 充 分 大 ,使 得 (28.25) 成 立 ， 如 同 定 理 2 来 定义 


T, Blak, 
Tlg) ~ (»A)7[Q. f — QnB( p+; p a)l. Vgc Br 
记 
i -TQ40, “VPC ait, 
Palp) = T Dp), 353 VpC Bn=O, 1, 2, eR, 
we | : . (88.31) 
则 i? 
|p) Bapt . . 
< (27,55, nhl ifi 240, (28.82) 
HUP rn EM 2 中 所 定义 ， 


证 明 首先 ， 注 意 到 Bep) eds (p), VEZ. fem? 
(28.98) (28.25), B. — E 


1d* (p) - DiC) | «2G AIDON. ^ (88.85) 
因此 , 只 要 估计 ICI. (28.31), A 
Palp) — Dop) = tv A) imf- QnB(p, P)]. 


(28.24) 
则 有 Amey so prse Bee 
由 (28.4), 有 
| ASCP) | <»71|f| islpl +iog lari, 
Ipla? 
pene? | &v7 | f|» 70 54M TS 
因此 ， ME 
tOngyleMS ec f|-H40.MTLA]. ^ — (28.85) 


联合 (38.35) (28.33), HEH} (28.22). . 
推论 1 imk, 使 得 (38.35) 成 立 ， 则 对 问题 (28.10)、 
(28.11) B5 RET ut) =pld+¢@), A 
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i 4 i 1 
let Beep) post, Se pi 


+ Ol roger) ae ol! FI 40S MTLE], 
VIT, n=0, 1,2, . (28.86) 
其 中 Oy (QS SD KR, Te LAK) 如 同 定理 二 ra 如 同 定理 
a, 


证 明 这 是 定理 3 和 定理 4 的 推论 . 

为 了 估计 通常 有 限 维 区 辽 金 方法 逼近 的 误差 ， 需 要 先 证 明 如 
下 引 理 . 

引 理 1 em HK, 使 得 (38.25) 成 立 , 则 对 一 切 整 数 kom 
十 I, 有 


IQD C) |< Kitch, (28.87) 
其 中 E 38045 (1 4-log x). 
证 明 从 (38.34), 有 
v AQ: D ( p) - QLB( p+ p), p+ OC p)) =f. 
ERE H LAO PHAR, 得 : 


»IQ,9* (p) I^ |CBCp 0C), p+O(p)), Qut (p), 
tQ, Cp). 
v[QuP* o) |*« | B p+ Pr (p), p+ H*(p)), QP (p)) | 
+| (BQH (p), p-9*(p)), Qud*Cp)) | 
+1 f|QeP*Cp) |. 
Hy (28.4) Fil (28.7) 48, 


pIE (P) Osl p+) R p) |(1-+0g 2) 
+0» QD Cp) 1AP) Ilp +P 
| |f LO). 
4, 28.26) FF 的 定义 ,有 
EI 


-i As i 
v1Q (p) 1s 0:803 (L410g * ) 
1 


LON EMN E IQIEQ) | -X RFT. 
H (28.25) HE: (28.37), 
4 p>m 十 1，m 充分 天 ， 满 足 (A825). RH bi 
辽 金 近似 : 


Sty Au + PB ti) = Ps f. WE He (28.98) 


利用 定理 3, 容易 证 明 方 程 (28.38) 具 有 了 唯一 解 D, 多 一 PxQaV， 
它 满 足 
» AÓ^* (p) + P,Q,B(p4 d**(p), p+O**(p)) 
= P, f. vpcA (28.39) 
RANE BS O 具有 方程 (383.38) 一 切 定 常 解 . 
HRS Wm EAT X, 使 得 (38.35) 成 立 , 则 对 一 切 整数 m 
+14 


, IDP) -D**(p)i« KR, YpEB (28.40) 
其 中 
Ks- [1+ 86 192 2/8 uii (1+tog 好) |, 
y 1 
其 1 为 引 理 1 中 所 定义 . l 
证 明 xf 2C, &u-prO'(p), v= ptt (p), A= 
Pu -v),»-Qi(u—-v), uce- 4*9. H (28.21) (28.39), 有 
p AA~ PQQuÍB(Ou— v, u) - Bla, u—v)] =0, 
v ÀAA- PQ.UBCAT nN, u) - B(v, 4--9)]1 70, 
EH LM 4 作 内 积 , 并 利用 等 式 (*), 得 
v|Al?*« IGCA m, u), Ai  (BGo, n), 41. 
由 等 式 (*), 有 
vlA|?x | CBCA, u), 4) 4 (BG, u), A)| 
+ (BP, 4), i + | BQ, 4), 9. 
, 34] 


#1 (28.4) _ (28.8) (28.7), 可 得 
vl Cot A; | 2M ul C5: lr At = ay 


+Osl of} |! ea 2) 


十 Oo ' Qi HM" lal min, (38.41) 
H (38.26) EM luje S Mi. Welw, E del SM, A 
(28.41) #8 ii 
vd < On lA] 8 M; 


1 
= T 
+02 / 8 M, ohana (a 4-log As ) 


TO: 8 M; lox i. Hoe) 
由 (28.25) 可 得 l M 
dap 30023. 82 o A (1+10g x) ` 
E: (28.42) 


Hy (28.81) #11 (28. 42) HEH (28.40) , 
定理 和 设 避 充 分 大 , 18 (28.25) Ke, Be krmil, WHE 
fj »c 4, jE X. Ts: iU. 如 疗 定 理 a, 


Tala) = (»A) nf- QnB tg, »-- a). vec 
* * 
Dy! (p) = P,T,(0), vpcZ (28.°3) 
Ona(p)- PIT, (p), YPE Z,n-0,1.2:- 
则 


|^ * (p) -Fr 


«3A A) AS EvcE | f| +40, MTL*], 
(98.44) 


更 进一步 , 对 问题 (28.10) (28.11) 89 flf ule) p(t) bet), RII 
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有 
lg — 97 FEI 


SES 


MEL? Ts S SETA m i» em 


x [Lf 1-40, M27] +B each, 
VizT,n-0,12,-. (28.45) 
HT, LA KO WAEI, r 如 同 在 定理 2 H, Ke wA 
引 理 2 p, 
证 明 ”为 得 到 (28.44), 我 们 重复 定理 4 的 证 明 , RE D 换 
yO" 即 可 ， 入 计 式 (28.45) 是 (38.29)、(38,40) 和 (28.44) 的 直 
Bib. 


$29 FRETS 7K 


FEAR, AMIE BAR S| FS t7» co 时 的 数值 计算 
中 , 通常 的 计算 方法 是 不 适当 的 ， 这 是 因为 它 具 有 形式 cebh)e” 的 
误差 估计 , 其 中 6() 是 一 个 与 和 有关 的 适当 小 的 常数 , 但 当 T->oo 
时 , 就 可 能 导致 很 大 的 误差 ， 从 理论 上 , 也 必须 建立 起 it->oo 时 的 
近似 解 的 误差 估计 及 收敛 性 ， 一 种 新 型 的 数值 方法 一 一 非 线 性 徊 
辽 金 方法 现 已 应 运 而 生 ， 而 且 在 长 时 间 的 数值 计算 中 显示 出 巨 
大 的 优越 性 ， 本 节 将 以 一 类 非 线 性 演化 方程 为 例 ， 来 说 明 这 种 方 
法 . 

设 非 线性 演化 方程 共有 如 下 形式 : 


Zi y Au- Ru), (29.1) 
其 中 
Ru) = Bu) + Cu— f, (29.2) 


这 里 >>0 是 粘性 参数 ， 算 子 4 是 在 项 尔 伯 特 空间 上 的 线性 无 界 
BXGUET. 44 是正 的 和 闭 的 ，D(4) 在 瑟 PRAWN. EXAM 
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MAY, SEP, DOAS TURA, RUSSE. XXV 
D( 4), |] - 147. . 

HATERA dS ej. 因此 存在 H 的 正 交 基 (wj), 它 是 
py) A AAP RE PESE ET ZB DX. 

Aw; = Aj, (29 8) 
其 中 O< A Ae Aoo, je. 

FREJ RUWE (29.2), FE B(u) - B(u, u), BC, +) 
EMV XV AV ENxuAÓT. ORAVSHJBASST, 
JEH. 令 8 表示 在 六 上 的 兰 线性 形式 

btu, v, w)= (Btu, v), WPT. Yu, v, wEV 
设 

blu, 9, w)- —b(u, Ww, v), (Vu, v; wcV) (29.4) 

Cu, e, w)| «C. lu Bs ullo] ol *- fool 2, 
(Vu, v, wC V) (29.5) 
iCu| «Cslu], (Vu€V) (29.6) 
其 中 OL, Oo 以 及 以 后 QO,Gi>2) 均 表示 正常 数 ， 青 假设 B 映射 

x D(A)8| B, 有 

|Blu, »)|«Oslu(!- lul [ol (AV |, — (29.7) 


[Btu, 0) | &O.|ul T- | dul Jol, 
Vu€Y, vC D(A) (29.8) 
RE, 设 v4+0 是 正 的 , ME 
(wA+O)u, wolul’, YuED(A) (29.9) 
其 中 a>0. 对 于 (29.1), SRA 
u(0) = uo uc H (29.10) 
的 柯 西 问题 ， 可 以 证 明 ， 问 题 (29.1)、(29.10) 具 有 唯一 解 (2), € 
>0; 而 且 ， 
ue @(R*; AN LPO, TV). vT0 
3t4 


更 进一步 , Mme, WA 
rEeG@i(at; HYnz(0, T, DCA)). vT>0 
现 寻 求 问题 (29.1)、《39.10) 如 下 形式 的 近似 解 
Umt) = Ee ws 
Um, Rum = pan {w e, wah. 


函数 un XE TED 33 — A A R E en 一 起 求解 , 其 中 
| es) St hu ws, 
m; TN M M … Mas] 
(us, 2.) B E 
(tiny +P (tims v) + (ttm V) + bm, tis 2) 


Hb, Um, V+ bm, Zm, V) 
=(f, v), VoCw, (29.11) 
vs, DY) (eta, 0) +5 (tina us, 0) = Cf, D), 
v9Co, (29.12) 
连同 
us (0) = Puto, (29.13) 
其 中 Pn 表示 H E wm 革 的 正 交 投影 . 
方程 组 (39.11)、(99.12) 等 价 子 xm 的 一 个 常 微分 方程 。 事 实 
E, (29.12) X1 so 是 线性 的 , 能 写 为 
ya + (Pan — Pa) O2m = (Ps, — Pa) (Ff — Blunm)), 
(29.14) 
由 于 假设 (39.9)， 保 证 算 子 v4 十 《Pam-Pm)O 在 wm 上 是 强制 的 
和 可 道 的 , 因此 2m T RARR A 
tim = (VA (Po — P4,)0) " (Po — Pn)(f— Blun)). 
(29.15) 
因此 , 3; E28 (29.11), 39.13) 等 价 于 常 微分 方程 组 
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dus. ; 
di + p Amt pr Oum t Blum) M Bus, gm)) = Pa f, 


(39.16) 
EF tm (29.1) A. BR, Aen OM, MAH PAS nir 
Jk. 
问题 (29.16》、{39.13) 的 解 us CE) c TEC SERE E IRL [0, Tw] 的 
存在 唯一 性 ， 由 标准 的 常 微分 方程 理论 可 得 到 ， 在 以 下 的 先 验 信 
计 中 ， 可 知人 T= 十 ce、 因而 我 们 可 考虑 moo 时 近似 解 的 政 
定理 1 设 满足 (29.4)，、(29.9)，ww 给 定 于 五 中 ， 则 问题 
(29.16)、 (29.13) ROE un 34 mco 时 收敛 于 问题 (39.1、 (29.10) 
RR u, ED 
usu fk TPO, T; V yf ECO, T; 五) 中 强 收敛 ， 
*P— 9) T0, lep« too, (29.17) 
uy 护 LGB. HY) Sg it 
为 了 证 明定 到 ,我 们 对 (29.11)、(29.12) 的 解 作 先 验 估计 ， 
Rl v= tm f£ (29.11) p, D=en (29.12) 中 ， 并 将 两 等 式 相 
m, 并 由 (29.14); 得 


X. d ous bolus ) 2+ (Qus, tm) +» bell? 


2 dt 
+ (Oz, tm = Cf; Up Hm). (23.18) 
pi (29.9) , # 
L 2 us |? oc | ell? + Dn 2) < Lf] + [m te 
9 di b d * "m lm m Em * 
(29.19) 
m 1 1 
lol =' AZo] SAF lol, Vo€V (29.20) 


则 从 (C29.19) 推 得 
Lt wl a F1 f EN 
2 dí 19m Um amm 1 l 5 " 
. 3i6 


E H^. "s M : 
<= ( Ius [? = l2 13) + ru f i 


2 
aie „ag A ipta 2 
di ‘Ur | 十 ca Vu] Ss Gly Jd (29.21) 
积分 之 , 得 
Qc | , 
(m(t) | 3 1, (0) | 96799: — "E (1— et), vino 


因此 ， 
(0 Ep moo hh, E3 us EDR, 五 ) 中 有 界 ， (29.22) 
回 到 (39.31) xf & MO, TT. ET, 可 得 

©- YT T0, 24 moo B], us Alen KO, T.V) ER. (29.33) 

JUS tm 进行 估计 ， 在 (39.13) 中 取 9?=zm, 有 
v' tal? (Om Em) = — GUm, un, tp) + Cf, n). 
Hy (29.9), :99.7), 可 得 
o2 Bus) | * lal + LF] fal 


. ad I 
SOs Um” html Atal? [2 E + | f | * den! . 


(29.24) 
因 Un C Wins LS Wns 有 
[Attn] «Abus, leal SAE] ata! (29.25) 
| Azra | SAE alee I, des >i lea ‘ (29.26) 
联合 这 些 不 等 式 , 由 (39.34), 可 得 
OX 3 | 2m | OsNn | tas |?* [2 | + Ifi s PAF 
- Om 41 | Em i « Os), ‘Um | 十 Ifi D . (29.27) 
由 (29.22), 有 
“4 om->-too Wt 2n LUORU IDAR, (29.28) 


gi (29.25), (29.26), , (29.21), 有 
Oeo cz Zm] S Os Ag | Un! r lami + | fl. 
Bl «Au Sin E 
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1 
eM, Cal thy d e ftin ATE “fl. 
由 此 不 等 式 , UA (29.22% (29.93), T4; 


1 
VT:-0. AS cif 21 m >- o0 时 
REO, T, HER. (29.29) 


现 估计 Si, (29.4), (29.5), 有 


[BC obey’? lul? vi! Tol? Yu, vEV 
Ep, didi (29.22) (29.23) f (39.23) HH BC itm). Bem, tm) 
和 Blum zo) 起 LQ, TP; 了 V') 有 界 ， 因 此 ， 由 微分 方程 (39.14) 得 
出 


YT>0, 当 mm 一 co 时 依 L0, T: VOAR. (29.30) 


现在 证 明 近 似 解 uu 当 mooo 时 的 收敛 性 ， 因 meo Bf, An 
一 十 ce， 出 139 .39) 推 出 
VT70, z,-»0 fk L'(0, T, H) RU, m+. (39.31) 
因此 , 由 (39.33) 和 (39.38), 有 
VI>0, 2,0, fk TUO, T; 7) 53H a 
f LUUD, A) dics, (29.32) 
现在 研究 序列 ton HU pE dbh (29.225, (29.23) 和 
(29.30), 推出 存在 元 素 v" 和 子 序列 m' 一 凸 co, 使 
or 在 LPO, T; V)rn iiri, v T0; 
依 L^ (R*; HB * 收敛 , m/— +00, (29.38) 


Gio, D ge DA, T; V^) v T>0, m> +00, 


由 古典 的 列 紧 性 原理 , 从 (39.33) 可 得 
YT 了 >0, umu" K L?(0, T. A) a, m'— +00, (29.34) 
Fy (29.81) ~ (29.34), 我 们 可 在 (39.11) 式 中 取 极 限 ， 唯 一 的 
困难 是 双 线 性 项 ， 令 v€ ws JAER, Hm’ >m, A(29.4) n] ^d 
bm Um V) 一 —D iar, V, Un). 
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2EF (29.7), bC., v, J EAV XH aR RRR, 
此 , ih (29.33), (29.34) fiti 
busy Uy Und b(u*, o, u") 依 D'(0, Pave 
SUNT L9, m/ 4-9. 
ES 
bus, tt v) b(u", wh, v) Fk L'(0, T) 
$1, V T —0, m'— +00, 
类 似 地 , 有 
blm us, v)-b(0, v", e) -0, m'— 十 co 
bur, Zma V)—>b(u*, 0, v) -0, qm'— +00 
Hik L'(0, PMU VP SO. KE, 我 们 找到 极限 应 数 v, i 
E 
S. 0) v, 9)) + (out, v) HBCU, v^, v) 


=(f, v), (39.35) 
对 一 切 vE ws. 由 连续 性 , YeET 成 立 ， 进 一 步 , H (29.33) A fü 
um (O> (0), Xe H HCA, (29.36) 

因 um (0) = 了 nwo, (29.36) HEB 
u*(0) — to. (39.37) 


Hy (29.35), (29.36) Hy Æ, 迪 是 问题 (39.1)、(39.10) 的 解 ， 因 
JL u'—u. #K(29.33)> n] AI, 序列 wo ENTF u. 

为 了 完成 定理 1 的 证 明 ， 必 须 验 证 在 (29.17) 中 的 强 收 仑 性， 
为 此 , 引入 表达 式 


Inat lial) wT) 


+ fous — ult Qus — t, ta u) 
vital (cm 2a) 388, 


只 要 充分 地 证 明 | 
lim X,--0, (29.38) 


mre 
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即 证 明了 定理 ,事实 上 , Hy (29.9), (29.38) £t tB wn fk L (0, T, 
V) Bae Of v, BER 
| us (t-te H 中 强 收 化, Y (20, (29.39) 

H (29 .39) Ff H E] (29.22) fil Lebesque p Meat x yu, nf un va fX 
L*(0, T; H)(v p€ [1, DRKAT u. 另外 , 我 们 也 注意 到 , BR 
T (29.17) tm 的 强 收 伍 结果 外 ,《39.38) 还 得 到 

2,90 IX L7(0, TV) aR, VP>0, m>+oo, (29.40) 

PLE VE D(29.38), #443 (29.18) M O Xj T, 可 得 


1. jus (7) 2+ [Lo lata? + Couns tin) +o hell? + (ctn te) Hat 
—l at ET Cf, ous bns )dt 
E m i 上 » m E . 


工 。 可 改写 为 
m= — Cin CT), (LQ) +E lL) [22-3 1n (0) 


+[/{-2 (my 1) vla] Cen, mm 一 中 
— (eus, u) + Cf, us t em) bat. (29.41) 
$198 (29.315. (29.335, 4E (29.41) rp SURE, 可 得 


Hm X,- 一 去 uP) uo]? 


modo 


+ torba? (eu, e) C, 9t. 


Bi (29.35), HH uu RE u" o, DAD ERR PH 0, E08 (29.38). 
定理 证 毕 ， 

为 了 在 更 强 的 拓扑 下 改善 非 线性 伽 辽 金 方法 的 收敛 性 ， 我 们 
证 明 如 下 定理 : 

定理 2 设 (39. 多 ~(39.9) 满足 对 于 给 定 ww CV, 问题 
《29.16)、(29.13) 的 解 un 当 一 十 co EMT EMT RAF 
(29.1) (29.10) By it, 
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usu fk L'(0, T, DC AY) LO, T; V) ale 
$5,720, 1x p«oo, (39.423) 
um >u KL" (FC SV )88 * 收敛 ， 

证 明 证 明 取 决 于 us Hzn VERRY. SCTE un 
€L'(R5S V), & e— Au, 于 (39.11)、 = Az, (39.12). dH. 
的 项 相 加 , 可 得 

id, 
uU 
=(f, Attn +2mn)) — (Oum, Avia) 
— (Ozn, Atm) — buta, Um, Aus) 
— b tg, Um Atm) — Da, Zm Alm) 
= Btn, Wn, Atm). (29.43) 


对 (29.43) 右 端的 各 项 可 作 如 下 估计 ; 
IG, Amt om) Soy (| Attn 2+ | Ate 1?) +S. 
(39.44) 


ll? | Atty +o] As]? 


Hy (29.6), 有 
[(Ous, Aus) | «Osa > | Artal 


Poa ‘2 802 a 
«jg 4" + = esl » (2945) 
| (Oza, Am) | «Qs zs || * | Aga! 
v 13 303 2 2 
&43 | Aen. Iur lmls (29.46) 
用 (29.7) 估 计 三 线性 项 的 界 ， 有 
[BC tims Um Aum) | < | Bn, tm) | + | Atim | 
<p om Fat | Add | 
r 12 Os | 2. 4 
Sg | Attn + $ | Um. [eos 15 
| (29.47) 
其 中 Os 为 绝对 常数 ， 类 似 地 ， 
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1 1 Oz 
LIC Vm, Aus) i «343 | Auni -一 LEA LE hialas 
vy 
[ons m Atte) | 
i t H 1 
«Os us! ? pud? lenh Azn]? | Adee | 


<P! Aug 2+ Os 


i D MEINE ET 


v PEN INE 5 2, Cz 1, 2,, 12|w 12 
EXPE T ia Azm] + y IL, TE ls. A 
(29.48) 
(29.48) 右 端的 最 后 一 项 可 估计 为 
(bun, Ums Atm) | 
«Os up E tul i Attn! | Ama 
1 21 €; 
«A Ann dte 3 Lus [e s^. 
; (29.49) 
联合 以 上 不 等 式 , 由 (39.43) 可 得 
Folin? + | Aus | +9! dna]? 
$05 1, |?-+ Olt 
© (LE lus !2* [ten lEt enl? Beall? [2tm]?* leal, (29.50) 
其 中 O.— Os RMT v. (29.50) 可 写 为 如 下 的 微分 不 等 式 
Yr e gun ms (89.51) 


RP se) lus COT, 
加 的 = 22 | f (2+ 2B gu, 
ge (4) = Og CL [us Tu CD [2+ [s C |n 
tus len CD), (29.52) 
由 (29.51) 积 分 ,可 得 
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«gp 


Ym (1) «ys (Nesp (f gs as) 


«f hs yexp([" ga Co) da )us. W120 
(29.53) 
这 个 不 等 式 联合 (29.23) (29.23) 129.28), HY Hl tin E L7 CO, T 
V)'BXI—9 T0 保持 有 界 . 
而 dem (2) ER 上 的 有 界 性 ， 可 由 如 下 的 一 致 如 辽 金 不 等 
式 得 到 ， 
EI Bg OAD yvORETES, +0) LARA AY 
Tax, B E 


SY E Dhol lto oo) Wegyth, tt (29.54) 


f 9)ds<as, | easses | sedia, izio 
其 中 a, HERA (GE 1, 2, 8), Wl 
y(t) < (as-+a2)exp(a). Viii (29.55) 
MEF (29.51) , RRM, HPA ATT, 引 理 1 的 假 
设 是 成 立 的 ， 由 于 tin, sm 在 ZI"(R'; HPAI, (29.20) 3] £ A 
£31 £01 积分, 可 知 


f Clint? Ie Iason, (29.56) 


其 中 常数 OL 与 % 无 关 ， 推 之 , 在 (29.52) 中 , 函数 Yn go s 满足 
(29.54), 其 中 常数 a ao as Gm EK, I, 从 (39.55) 可 得 
Ym (t) = lus C!) | Os, Vtzi (29.57) 
HH 0-0) 5Sm3X X. 
Flt, (39.57) ih L 时 [us 02] 一 致 的 界 ， 而 (29.53) 给 
出 fual E tE [0, 1] 上 的 一 致 的 界 ， 于 是 ， 
Un (6) IK L^(R*; 五 ) 保 持 有 界 , mo +00, (29.58) 
积分 (29.50), 可 得 
323 


VT 0, tn 和 zm fk L(0, T; DCAD REAR, moo, 
| (39.59) 
下 面 对 序 列 gw 进行 估计 ， 希 望 得 到 类 似 (29.59) 的 估计 . XE 
[29 .127 中, Re O= Agn, 可 得 
v | Atm |?= — (Ozn, Azm) — Blum, Um, Alm) HCF, Azo) 


«Old | 425 | -Os | tin i2 |l 
` [Aun 31 Anu +f i+} Atal, 
»| Az, | «Ofen, --Ca [un | unl | 4s ]3-E | fl. 
Tl eh (29.25) (29.26), 有 
PAZ allel <Collen|| OE | tin | tml E+ IF |. 
对 于 大 的 mm, 有 


link < (Os | tin | E tnd? | fL. 


ne Oa 


这 个 不 等 式 连 同 (29.58), 可 得 
2,0 4k L"CR*, VOIRA, m—> +00, (29.60) 


最 后 ， 我 们 需要 估计 Se ， 从 (39.7) 和 (29.58) 一 (29.60) 可 


得 到 Blun). B(2,, Us) 和 ais tin) 在 L*(0, T, H)rp— 33$ m 
AF, 而 Av, 在 LO, T; H)m-—SU8 A. 因此， 由 《239.16) 推 出 


VP>0, He 依 LF, T, Hg El R, metoo, (29.61) 


《29.42) 的 收敛 性 结果 来 自 估计 《29.58) — (29.61). AE, 联 
合 我 们 以 前 的 收敛 性 结果 (29.17), 4 m— co BJ, RIIA 
*w 依 (0, T; DA) ARR, v T0 (29.62) 
n» — u ik L"(R*, VRR, (29.68) 
dus — 95 Ik I/(0, T, A) Bie, vT»0 (29.64) 
>0 k dE T D(A SuSE, V T0 (29.65) 
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由 此 失 册 (39.47) 的 弱 收 俩 ， 为 了 给 出 (99 .43) 强 收敛 的 结果 ， 引 
BBR 
Y, 3 [us (T) wT) 
of (| Avg Aul? | Aan It, 
只 须 充分 地 证 明 
lim Y,,—0 


moo 
即 可 ， Seb, ELO, T, V) fiue ok E Pit (29.58) 和 
lebesque Fo HITE, (29.43)).0 A T 积分 ,有 


Fea) [| Aug 2+ Les Eds 
= Zm + leonll?, 
em= A, Alum ten) — (Oum, Ath) ~ (Otm Aan) 
— b(uy, Um, Aum) — b(n, Um, Atty) 
—b(us, Zm, Aug) — bUm, tm, Atm) dds. (29.66) 
因此 , Yn 可 改写 为 
Y n= — (Gu CP), u(P))) +5 uD +S Mon? 
[Co Gs, Au) + | Auld +a, ' 
另 从 (39.62) 和 (29.64) 得 到 
Jim {~ Cus QD), (7))) 2» [^ (Aun, A)ds 


= ~ pun 72 f Lau|*de. 


其 次 , 利用 us 和 sm HK ECO, T; DCADIS CE, HK LAO, T; V) 

Ross ERK L7(0, PV ARE, AB lim zm。 特别 

地 , 在 (29.66) 中， 不 同 的 三 线性 项 极限 求法 是 类 似 的 ， 这 里 仅 考 
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虑 第 一 项 的 情况 ， 我 们 有 
ce dis, 4n, at (ou, u, Auddt 


-| Bn —Uy Um, Atl, ds 
u 
T 
«f b(u, uy, —u, Aus)ds 


十 | oC, 十 (29.67) 
对 于 (39.67) 右 端的 第 一 项 ,由 (39.8)、(39.58) AREAS, 
可 得 
| b(u, —u, Un, Au, Jds| 
«o f^ lus al Fus | Ainu) | | Aun lds 
<O [Ius — tL a Qus |, | Aten ds 


<0 (f, me - «a "IA Gus s)! 


T LM 
(f | 4um| as) . 
由 (29.17) 和 (39.59)， 可 知 这 些 项 当 mo 时 趋 于 0， 对 于 第 二 
项 ,利用 (29.7), 有 


EC Wn UU, Au, ds] 


«aj; lul tutus ul Alum) 1È Las lds 


9 


T 
«o [ ias -ul* LAG) Ls [de 


0 


<O (J Ius — ulas} 'q LA Gua ) Ade)! 
(fe aus las). 


Rs 


由 (29.17) 和 (29.59)， 这 些 项 当 和 -> 十 ce 时 也 趋 于 0， 最 后 ， 
(39.67) 中 的 最 后 一 项 关于 us 是 线性 的 ， 出 《39 .63) BAL, 4 m— 
“hoo PE RAF 0, TAE, 我 们 证 明了 

fo 8m Ums Au, )ds-» | bl u, Ands. m-»- oco 
至 于 (39.66) 的 其 余 各 项 ,证明 是 类 似 的 、 最 后 我 们 得 到 
lim 了 = —-g u) lul? [| Au sd 


(Cf, Au) ~ (Ou, Au) — blu, w, Au) Hds 
=0, 
这 就 证 明了 (29.43) 的 强 收敛 性 , 从 而 证 明了 定理 3. 
现 考 起 问题 (39.1)、(39 .10) 另 一 种 非 线性 伽 辽 金 方法 . 
BE CV, WET 4 的 特征 向 量 作 V. 的 基 . 设 近似 解 um 
具有 形式 : 
us (1) ~ 2 gin (0), 
us. R^—span(wi «s, wn} = We. 


再 引入 未 知 函数 sm， 
emt) = S e(t, 
Sm; 民 +~> Wm =SPan {Wmi tt Wim}. 
BER Um, tm 满足 以 下 方程 组 : 
E. (us, 0) +o Ctm ®)) "(runs 0) "Bun, tiny ©) 


+ bn ua, VOC Ey, v)--D(Zm, Zm V) 
=(f, v), - VoCW, (39.68) 
pgm v)) + Cem 0)) Hb Um, Um D) 
bas, Um D) + blim, Ea, DY 
-(f7T, YTEW, (29.69) 
um 0) = Patio. (29.70) 
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(29.69) 能 改写 为 
vAzn {Pans— Pm) Cim+ (Pom — Pin) (B(tg, Um) + Blt, %n)) 
= (Pim — P,)Cf — Bly,)), (29.71) 
以 DG) ER (29.695 2638 s, 的 线性 算 子 . 为 了 证 明 问 题 (39.68) 
e (29.70) HY BE ss Sb 在 小 范围 的 存在 性 , AI] S DLE BR D Qu) 
E Un LEMMA, RITA 
(D(u4)9, 9) = v|id|)?+ (ed, 9) + b(9, us, 9) 


Saft? ~eit, + fo! >| ull 


> [Ea chn ua). (29.72) 
EM FH s di 
os, hol 2-2, (29.73) 


JU phat PLAY Fi EA FEE EE, Jj 8858 (29.68) ~ (29.70) 具有 解 
Qus (D, m), t€[0, Ta]， 在 这 个 区 间 上 ， 方 程 组 (29.68), 
(29.69) 等 价 于 un 的 常 微分 方程 组 
m Ep Aus + Pp (Cig + Bus +m) = Paf, (29.74) 
25 = D(tin) H (P2m— Pm) ( f- Blun))}. 
条 件 (39.73) 是 满足 的 ， 因 和 om 一 ce 时 , Am oo, 我们 在 下 面 将 证 明 
(BD m ERA A) 一 十 co， 即 (39.74) 的 解 定义 在 R* E, 进 一 
步 , 我 们 证 明 当 一 十 co 时 , (29.74) 的 解 趋 于 问题 (29.1) 的 解 . 
我 们 有 如 下 定理 
定理 8 假设 (39.4)~(29.9) 成 立 , 设 vo EXE V. 中 , 则 有 
(1) 存在 常数 b=(wo), E bn m E 


&— 0, Kd, -- (29.78) 
JU Fy 24(29.74), (29.70) RAEN RE 上 的 解 wn: 
(ii) (29.74), (29.70) B fl Um 24 m— + oo iiA (29.1), 
(29.10) py fe u 
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tau He L0, T; D(A) A I0, TVs, 
VT'—0,1«p«-rcoo, hg L°(R*;V) PRM. 
(29.76) 
证 明 在 (39.75) 中 的 常数 下 将 在 后 面 确定 ， 现 设 (39.73) 成 
x. FAIL (29.68)~ (29.70) ze SEE IO, Pn) LAAT Qs, £m}. 
我 们 得 到 (us, 24) HO, T.) EMRE, EMH 1 和 
定理 2 类 同 . 
Ci) 先 验 估计 (IT) .在 (39.68) 中 o— us, 1E (29.69) PR v — 
Om, 再 相 加 相应 的 等 式 , 由 (39.4) 有 
1 d 


F a Um |? + v tnl? + Coumy um) Heinl? H (Om, tm) 
= ( f, Um tem). (29.77) 
因此 , 2 F h (29 .18) 4B H (29.99) (29.23), 有 
Um K L°(0, T; H) E] mi R, (29.78) 
Ums Zm HK IFO, 了 ;五 ) 一 致 对 mw 有 界 , VT, TC 
(0, Bad; d T to, LEPa. (29.79) 


(ii) 先 验 估计 ID. X v= Aum F (29.68), = Az, 于 

(29.69), 再 相 加 相应 的 等 式 , RNA 
FH el +9 | anser! Aen]? 
* (f, A (Ua t Em) ) — (cums Aus) — (ety, Azm) 

— bhum, Um, Aum) — Bb Cm: Um, Atim) 

=b um, Zm Aus) ~b Cem) ta, Atm) 

~b tim, Wny Atm) — DES, Um Azm) 

— bUm, Zm Atm). (29.80) 

《39.80) 右 端的 某 些 项 在 定理 2 的 证 明 中 已 知 有 界 , 由 (39.7)。 
(29.25) (39.36) 有 


|B (Soir Um Atim) <Os lnl? faml lemt? | Atty | 
Dem 374 a, 
<o) ual? | Aca 
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<P | Az, c4 Ce Du, (29.84) 


1 
[Bi gy za, Ate’ | «Os Smi?” s “| Aza, 2. MEUM 


hey lal?» 


iode | Azm | 
a 13 Qio | 2, | 2 
«a dtt bel lal’, 


(29.83) 


< Os 


Qu ui 1 1 il, 
1525, Um; Agn) | < Og! gm Tzml 7 unl + | Attn | * [428] 


1 
Am A ear izale 
Son) [tell len] | Asn 


«d; | Aen 2+ 
最 后 , (29.80) 右 端的 最 后 一 项 可 估计 为 
| Cty go, Atn) | Os us | e Dl P Dn IT | As | 2 


«Ar ides -P un I pua Ln. 


gH 0.44) ~ 20.49), 20.81) ~ 20.89), SHAH AR 
lst Atty |?+ | Ae | 


Ce lzslzs]*. — (29.89) 


2 
«32 + po, nsa us]? 


e (LF Jeti? [edn Iun D? + Hemel? + [m |? 2 12), 
(29.84) 


其 中 O=O KAT ». (29.847 
E lust p pae E popu, 
QU uml’ ] wmi [m |? leml? etme 112. 
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(29.85) 
积分 (29.85) 从 0 ELT, 并 利用 估计 (39.78)、(39.79), 可 得 
un 依 LO, T; V)3Im-— SUR JS Oc T«T,, 
WME Tao, T—T,. 
E MF Tn too, (29.85) ER Ius CO] MER, Ost T, 
类 似 方法 可 得 到 T — 十 co 时 us C) WER. BRL, 从 (29.77) 


(29.86) 


t1 fti 
f [eal ds-- f’ lznl2ds<Oys,  Yt>0 (29.87) 


其 中 , 常数 Ors Hm RH, FH (29.87) (29.78), Tf MCAD .85) Hy 
ESIE 1 (— SEES ER SL BO Be. (29.55) A ius CO) 5, 
£i 与 无 关 的 界 。 W985) 给 出 了 [a)l 0 1 的 界 ,我 
们 有 
Um 入 L7(0, Pa; VX m- RAR, (29.88) 
(29.84) xt ¢ WORT RH, 可 得 l 
Un, Zm 依 L (0, T; DCAD m— RAR, (29.89) 
O-cT-T,., WE a< too, THT n. 
Gii) 先 验 估计 (IIT). 取 有 = Az, F (29.69), 可 得 
v Atm |?= — (Ot, 42m) 一 (Un Um, Alm) 
— Èlm; Ua, Alm) — bugs, my Atm) + Cf, Atm) 


<Orlenl | Atm | +O] tn | itn] | Aml? | A] 
4+Oaltm|?* | Atm | [etal 
+O [us Fiun] lemi? Azm] | FT Arale 
上 上 式 陈 以 | hen | 并 和 用 (29.28).(29.29) 和 (29.88), 得 
o | Atm| = «O04 5 E a | 4053 4-041, | An] 


OUS: | Azal 十 | fl , ic [0, Ts) 
因此 


irv— - Osh st — OQ; C Bo A $0 Ans Ohi F Fl 
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当 m 充 分 大 , 有 
Pon] «OEIL (29.95) 


因 Ans AE, Ins], 由 (29.90) 得 
2,0 fk L"(0, Tm VE * WOK, -> 十 co, (29.01) 
Gv) 取 极 限 ， 首 先 验证 (29.74) 的 解 un， 对 充分 大 的 m, HE 
LER 上， 事实 上 , 从 (29.88) 可 知 存在 常数 (与 无 关 ), 使 得 
un) | «5. O«t«T, (29.92) 
因此 , moda 


acm. 2 


Bl gi (29.725 8 


(Dus), 9) 2 l1, t€ [0, Tn), $€ 9, 
因此 算 子 Dein) 16 (0, Ta) 上 一 致 强制 ,这 就 直接 推出 T = +09, 
证 明了 定理 3 的 (1). 


3029.75) p xr, Ht R3 (29.92) 5:28, Mi (29.89), 
(29.01) 5 T, —-r oo B] Mar, xx S8 f ib 3€ LE ( 29.58) 
(39.605. BERMEK mtoo. WI (29.175, (29.42) 3& 
MF wn WBF (08 (29.1) 《29.10) 的 解 u, 这 就 证 明了 (29.76)， 
定理 3 证 毕 、 

现 考 碟 对 某 些 非 线 性 演化 方程 青 近 的 一 些 数值 计算 格式 ， 空 
局 离散 的 有 谱 方法 、 拟 谱 方 法 有限 元 法 和 有 限 差分 法 ， 时 间 离 散 
的 有 两 种 格式 : 部 分 或 全 显 式 ， . 

设 玉 表示 有 限 维和 天 看 空 间 ， 具 有 两 种 数量 积 及 其 模 : 
(C, 3 dla Cri rou Leda. V 为 典型 的 索 伯 列 夫 空间 的 GR XE, 
l‘bARRHRAWAAKR, |-LDWARRH LR, VOCI, 
1€ 26,94 h BT OR, (V) BRAS B] V . HO, 为 正 绝对 常 
数 , Ah 0X, Si— 8.00) BAR A OR, 通常 当 A90 时 , HHS 
于 0. x 
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KARESA LAP 8h) IA ES Us| he Vue Y, 
(39.93) 
双 线 性 连续 形式 ale, DEVa LE: 
[oat w) | «Osama, — Vus v, €V, (29.81) 
三 线性 连续 形式 OC, +, V. 上 满足 
baCun, Vs va) =D, Vin, %EV, (29.95) 


|ba (ttn, Oy Wn) | < Os un lË bere lonla | om | Elw, 
(29.96) 
MARAE do, EV, 上 满足 
ida, | <Oslleplac!onla, — Vus v CV, (29.97) 
Ga (My, Un) -Fda (a, Ua) Oslu|?, YEV, (29.08) 
现 考虑 如 下 的 初 值 问题 ， 
寻求 函数 wm, 展 * 一 了 使 得 


d 
à Cx)n-- Ga (Ua, Ur) -EF Du (ua, Uny Uy) Ho dat, vy) 


= (fa, t), Vo EV (29.99) 
ta (0) = thor, (29.100) 
其 中 ww E Va Ve, AChR.) AV HARA, m 
(29.94) ~ (29.98) 可 知 初 值 问题 (39.99)、(39.100) 具 有 唯一 解 
Uy, 
uy € L"(R* V4), (39.101) 
Hw, EX h RARR. 
许多 其 有 物 至 意义 的 方程 可 化 为 (29. DER, 条 件 (39.94) 
~ (29.98) EW EK, z” 
a= Vis, (29.102) 
其 中 Va, EVy=V,, Vrs Yas Yas s, 而 Wa Bsc 
A ma Ee c0. XETAESI uw € V3, 可 唯一 表 为 
Vs Yn tr. Va C Va, EW (39.108) 
BLAS 3} EL (29 102) fE S0 T f Us 
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(Cyr za) iss t - 5) Tala, Vy CV, Vo CW, 
(29.104) 
tH ôE (0, D, GARR; nn 
ia a SOS RU) anda, VzCcW, (29.105) 
其 中 So(h)—20, 34 40, 

现 给 出 形式 439.103) 分 解 的 三 种 重要 情况 : 

(i1) BRR V. Jo 28 2p del SER IRL. HFS, ARA 
(C, DEA lel, ER a Qs. mS V. ERRER HE BO OR 
PREV, 上 的 限制 , 了 连续 嵌入 和 移 在 嚼 一 个 希 尔 伯 特 空间 HU. 
RABAC. +), 其 模 为 ;|, w 

lee lla DAP ‘Un in [ten], Vue Vy, 
Hea V HRANA RR T. ARBRE RAV PRESS 
w, GEN, DACP, 
Aw, =Ajw;, OA XR AX, Ajo, joo, 
(29.106) 
Bu om =m. EN, he, Vi=span (un, +, Wm}, (22,100)8] 
看 作 某 无 限 维 问题 在 广 pi AE E p. 

考虑 分 解 (39.102》， 设 另 一 个 整数 m CN, mama. di 

Vn=span{t, 5, Wn Wa™ SPAD Wm; an 
还 时 Va ffi Wa Æ V, 中 TE (hit E (Cs, “a= Crs PPP 
(29.104) 8H BR, 5 一 1， 关 于 (39.105) .对 一 切 


mı 
\ 
€cW, a= D E 


j=m,+1 
A 
m 2 m ， 
lali- $ na - S um, 
Amy m- 之 ded = Ampal Zale c 
因而 
Bs (Amst) Z. (29.107) 
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当 为 连续 问题 时 , o AV ES RA, 具有 空间 边界 条 
件 , (QD .99) 为 连续 问题 的 谦 或 拟 谱 近似 . 

Qi) 冲 限 元 我 们 限于 最 简单 情况 , 一 维 具 分 片 线性 元 . 
WV. V =H QT SA, Q= (0, L),L>0. AAR 


(on, eii Cos 02 = f Gee 9e dy 
BRE, D EPO, L) E, 
(255, Vra “a (us, vj) = feo vida, 


Ur 


iplo ho ar, he a. NEN, MV WHO, D) LARERE 


HS, CHOML BIO, Ze Bh G--1)&].E E R tR 
(j=0, 1, =, 2N —-1), 空间 了 ,一 Vz 依 相同 方式 定义 , 但 了 zx 在 
KELA, A+] ERE, j=0, 1, +, N-i, 
Vn BT E Vs 的 函数 pa 所 组 成 . . 
wn jh) =l; 104, alih) = 0, $,2—51,-,2N — 1,69) 
类 似 地 , Von 8835 EH Vion WO BEC s 组 成 ， 
wajh) =1; 
s; LL 2th) = 0, $, j=1, =, N—1, ij 
Vid Vo, 的 基 和 Wa E Wam j=2+1, t= 0, 
o N-i, Buch, TERA 


ax—1 
t = pà ACOLAR (29.108) 
可 分 解 为 
EA 0, N-1_ 
Ur = 2 Uh (33h Ws, + D ta (2$--1)4) Waste hy 
(29.109) 


SE ua (A 71) 5) wy 的 增值 : 
Va ( (32-1 1)h) = ua (2+ 1)h) -A (u (6h) 3, (B+ Oh), 
(29.110) 
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注意 到 (29.109) 的 第 一 部 分 和 对 应 于 s € Vc Va, Wi 
PR FAH e. € Wa, WE us A) = ulik), j—0, 1, =, BN, VU 
iin (26+ 1)K) = Au" (0-18) HOCA), 

ta 和 ws BY, FE ns RAAT AP. 

容易 验证 : OTE nC Vn, HV LERT Ei HR 
£, € Wa, FA (29.104) t sp, 8—1, (29.105) FR, 我 们 有 - 

S2(h) =h/ NB. (29.111) 
《29.93) 易 用 普通 方法 验证 、 例 如 , 对 于 81), dd é= ua A), 
f Ta toy B Es BN. 

类 似 地 ， 


L n hU 2 : 
[mda S Ge HE). 


k 
因此 ， S = spe. 
(ii) 有 限 差 分 法 WV HMO, L),4=-L/aN, NEN, Va 
基 由 在 [jh, (f+ oh) LIE BY BPR BE ILC) =O, 1, …， AN 一 
1), 'EXE(0, MLL- h, L] 138 0, Vacspantwy,,}, 
i r ljk, G+ 1h); 
" lo 其 他 处 j=1, 2, …, AN -2, 


ty = = vu (jA)W aa V ux C V4. 


(Whi AV 的 自然 基 , 定义 数量 积 
(Qu, Ya) a= fe: Vatn Va vad, 
(tp, ea f, Un Uy dX, 
HEV, 为 向 前 差分 算 子 


(vp) (e) = PEHD 8a) 
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4 h- ah, FEM EM Fu=Von 它 的 基 上 由 Win 所 组 成 (7 一 1， TU. 
N-D, VaCFs. 在 分 解 139.109) 中 ， 定义 W,=spen{W iir, 
$=0, i, vts N-2, J£ fal Ej Cu, € V "I EPA 

tly Ya tn, ys €Va 


N-2 
YaF 2i SGH, (29.112) 


a-$ e (90-135 Was (BN —2)h)W ax-2, ws 
2 6-0, 1, +, N-20, 
(CHIA = u( (26 +12)  u,((25 +1) — wy (ih), 
(29.113) 
(BN — Dh) = (CAN — 2)5). (29.114) 
BR, dr us 为 光滑 函数 %E HACO, HAV, LHR, Ways fu [8] 
阶 , z; 具有 的 因 于 . 
由 如 下 引 理 可 验证 (29.104) 和 (39.105). 
51322 成 立 如 下 的 柯 西 - 施 现 兹 不 等 式 


Is Waly $ bnbloh. — VyEYa Ven Ws 


(29.115) 
证 明 ”我 们 必须 证 明 


L-h -F /fh-^ à i 
f vun Vin dzsa] 2 (f | Vas | dz) 


(f TM Ivaltds). (29.116) 
e 
充分 证 明 (29.116) EH K WO, L) A 8E Ar PE HE MC jh, 
IrDA E.J& SE BR RT, j71, a, 4, N—8, 取 
my  e€[2jh, 2(j-- DY; 
nof a€ [a(j--1)5, (2j +3)h), 
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0,  s€[8jh, (27419); 

JP. DEKAD BC+ WA); 
io, vE]: h, (2j+3)h); 
LP, mE [(Qj+3)A, 2(j--2)4), 


& 


如 图 29 1 Dtm. 


— -3 0 -一 一 -一 ATP —— —— -24-()- 一 一 一 一 AQ—P—— 


——- YM ----—-—-— X +- o -Yy 1 e amm 
x a -9— - -> -一 -一 —— X 
2jh. CİDA ^|. 9QxDÀ (23-3) 20) +2) 
图 29-1 


ÆRA 29A, (2j), 
Vaya = 0, Vin - T. 
Æj + 1)^, A+A), .. 


= P 
Vago TL, Vith= + 


(H1)h 1 
p Vata V iy da = 一 天 (mo — m4) Pi 
1 


9 719 


«sf. l [Vava lède) 


1 
205 b 1A Zz 
. (f. | Vans! dz) 
2jh 


=>) ma— ml. Pil, (29.117) 


ae 


现 考虑 端点 区 间 j-0, j-N -3, N-1. 仅 不 同 的 是 ， 对 j—0, 
mi 一 0。 因此 (29.117) 仍 成 立 ， 再 考虑 区 闻 [L-4 D- 2h) 和 
(L--ah, hL—h). IL-24, L—h] E za RA O CB za — Po), {4 
dkELL-A, L) E, 2, —0, At 
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了 一 六 
f V nta Varda = -1 cP, P3) 
L-4h h 
1 3 2 " 
«x 3 Ml cR 
„= 12 
Js (f PEZ i). 
L-^ 
人 MM 
L-4h 


引 理 8 Ws 中 的 函数 ， gor A Poinealé 不 
等 式 


四 -万 < 


1e [n S2 Q0) Hn s Ve,C€ Wa, S3(h)-A. (29.118) 
证 明 WASA, RAE BH 25 (pL A Sp X TE XC IB] 25, 
2(j-1)) Em, j—-0, 1, =, N — 1, Bp 


2019 


2(141)5 : 
[ps zde« Si). —— |Vaen[*da, 1 (29.119) 


如 同 引 理 3， 可 知 (39， 119) fm a API {hy j-0, 1, =, N 
一 3; 而 积分 的 左 端 等 于 PIA, Bist, (29.119) 82h) = wT, 
在 区 间 (L— 4h, D) beh 的 积分 等 于 RPI+PS), m Viel? 的 积 


分 等 于 5 (Pi—P2)*+ PLEP), RAHA BR (29.119), 82A) 


=h, KT (29.118) vr. 
(29. RUN ERRARE 现 证 明 (29.93) 的 第 二 不 等 式 ， 令 


—a (A), Uae P3 EiWia, B. d 
[una À m ét 
lote E S quu ey «28 eate) 
5 
“+ Z £j C] o7 Sai 0) 
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-— alh 
因此 
8,09 =h/2, (39.120) 
51384 成 立 如 下 等 式 
lyna [gal ens | gal? = 2ilya lies. Vy CVn-Va 
(29.121) 


证 明 (29.121) 的 第 一 个 等 式 是 显然 的 ， 现 PR In 
矿 模 ， 为 证 (29.131) 的 第 二 个 等 式 ， 同 引 理 2 一 样 ， 因 Van 
(ma —mm3)/2h, (29h, AIDA), 
0, [25, (2j --1)h 
— [(2j--1), 2(j+1)4), 
因此 
eee IVa ji gr Cmm ipe Ivo [*dz, 


2jh 24h 
(29.121) B j=0, 1, =, N- E Mes 
WO SAVaBRAMAV MER, ， 因此, 类似 于 假设 
(39 .93) 一 (39.983) 是 正确 的 . 特别 ，(29.93) 中 的 第 二 个 假设 
为 
Si(R mam. — V EVa-Va (29.122) 
3n(29.120). (29.121) HRA, 不 等 式 (39.122) 变 为 
Sith) la Lon la. | V yu EV =V » 
S(À) -8$,(24)/2. (29.123) 
MPH EK B2 PER ORMAR), Nyaa lyri (Iam |Y las 
V y € V3. FA (29 .123) Pp AL, 但 Si(h) =S(ha). 
现 考虑 时 间 前 离散 。 
格式 工 初 值 wo 在 (39.101) 中 分 解 为 
Won = YR +h. WE REWa 
BARE CV, ROW, ATAPI: 
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设 yt 为 已 知 . 定义 yee Von 和 和 zm € W, 如 下 : 
HO a d). da QT ER S du) dy (yi + 2k, dn) 
+ ba fh, Wty Gat Pa Cr ts Ga) Foxy Ms 办 ) 
= (Fs ya vi cV,, (39 .124) 


Foyt oh, Aya ure, Za) 


Tdi. 24) + bays Vis 2.) 


- (ft, n). View, (29.195) 
RE k= t AMPK F2 表示 fi BTE 
wei ne (29.126) 


如 果 了 是 光滑 的 , HU BTR ft fi QUE), 278 (39 124) — 29.125) 
yr? a 的 线性 方程 组 ， 由 于 (29.98), 从 Lex-Milgram 定理 可 
知 , yt? eft? 唯一 存在 : 

BIO 稍 不 同 于 格式 I， 在 (29.124) 中 项 处 理 为 对 是 
隐 的 , (29.124) RA 


二 yb rds +ay(yttt tt, Gr) tday t e", Yr) 
Bal Uy Vo Ga) + Bayt eR, Gr) s Cs vts Da) 
= (fh, di». vg,cVa (29 .123) 
格式 IIT BRYA Se EM yi R at? dg 
Fan- V dir ey AU, $a 
Td Tm, Gn) + ba (yf, Vis Ga) 
he ba yf ent, Gr) +b, GU, A? Yn) 
= (fh dàn YO EV (29.128) 


1.24 ^ ^ 
za 1— gh, £s esf ent, Zn) 


d (yt tan, 1) bats Vis An) 
e (fis A) vacW, (29.129) 
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事实 上 , 先 由 (39.129) 解 出 tt, BE (29.127) 8 yg 
HEX TIT 这 格式 不 同 于 格式 IL EER gA, XDy A" 
的 计算 , 由 以 下 求解 确定 
ay Qf ht, 2.) edi (tee, Ba) t+ bot, gt £a) 
- Qt 4). VACW, (29.130) 
ott 4 (29.130)p rj f fk d (29. x ) Fl Lax-Milgram 定理 得 
8l. 
现 举 两 个 例子 
[AL CREER) 设 O= (0,1), L>0, 4V~H30, D), 
H-- TO, L), Xp o>0, 了 给 定 , 方程 为 
Us — Veg H Ute = f, QxR* 
p u(O, t) -u(L, 1) 720, ula, 05 — uols), 
这 个 方程 的 变 分 形式 为 寻求 六 Rt B) = 了 了 ,使 
(uy v) +o 0) (n, wv) = (F, 0), VoeV 
(29.131) 
其 中 
(% p= fipbdn (o, 4-9 Mae, vp 
5 为 反对 称 非 线性 项 ， 
(o, ty =F] oC v0. de, 


FRATE ARTE ARAN A NICHT 480 77 (39 .99),d - 0, 
Hh (39.94) (29.08) EWER, 7a 05 — v, 0,—0, Os 为 适当 常 


Xt, 
[Pl 3《 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 ) 设 QC 如 2 
24 enu CA Outi (divu)u f, 2&2, i0 


u=0, eQ, ula, 0) =Uo(«), 
化 为 (39.130) 形 式 u, R^ V = H(A). 
342 : 


7 ie f — : ep, 2t, 
(o. d= orbe, (o, be Bf Se Se ae, 


9 


Ll &f Od y 89; 
bo, b, @) = 3 Èf el Bz, 8; — di; Nae. 
MENE., ARG, HE TE EET BIG. 9D BY BB 
(29.99), d— 0, R8 (29.94) ~ (29.98) HE, Cs Os — 4, C,— 0, 


Os 为 适当 常数 . 


$30 E 性 集 


2X HAMAS HE 9 EGO TE, SAM X SIEB A 
的 Lip EAR, d S dk X LEY) Lip 常数 为 
Lipi($) =D. (30.1) 
如 总 限制 在 及 +, WERA-THERSIT wz. CHEK, 
连通 的 , 可 由 下 式 给 定 
l= Dsx. (30.2) 


众所周知 , <7 吸引 一 切 胃 线 , 24 Ao 时 , 对称 训 斯 多 夫 距 离 
PCS X, Z), 但 无 论 如 何 , BSF a RRA Je HE d fg. 
举 一 个 简单 例子 : a HR, 定义 [0, 1][0, 1], 


EE 
pam it+e2’ 


则 f= {0}. 的 收敛 率 为 多 项 式 ， 为 了 弥补 这 个 不 足 ， 我 们 引 
进 惯性 集 这 一 概念 . 

EXI -RR M RLS, X) 的 惯性 集 , UR OM 
CX,H 

(i) SMEM, 

(i) MRA APD EER das 

(ili) 存在 正常 数 Oo 和 Os, 使 

A(S^X, M)«O^s exp( — Cin), Y nazi 
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3k EFT BB PS OS 8 p c A IE OS DE 
h(A, B) -amax min big, 
AV ABHAAPRE. 无 论 如 何 , 标准 豪 斯 多 夫 度 量 定义 为 
pC A, B) -max|h(A, B), iB, Ad}. 
WA R—-PRRURLARH REAR. EDERRA 


和 Aut Rw) =0, (30.3) 
u(0) = uo, (30.4) 


在 适当 的 关于 算 子 ARCs) ABE uo 的 假设 下 , 不 仅 保证 解 
药 存在 .唯一 , 而 且 出 问题 的 耗 散 性 , 还 能 得 到 存在 紧 的 吸收 集 B. 
为 了 得 到 惯性 集 , 上 映射 S 的 挤 压 性 是 很 重要 的 ， 


定义 2 SEX 中 具有 挤 压 性 质 , 如 果 对 一 切 8E (0, 士 ), 在 
在 秩 为 Wo(3) 的 正 交 投影 , 使 得 对 任何 w 和 vw, 有 


| Su—Sele<8|u—oin, (30.5) 
或 | 
(I~—-P)(Swu- S») |, |P(Su—Sv) Iu. (30.6) 
挤 压 性 质 的 另 一 种 表述 为 如 对 uvex, . 
lISu—Sv|lyg>~v 2 | Pxo(Su— Sv) |n, (30.7) 
Ri 
ISw— Sv glu- vla. (30.8) 


定义 8 F Besta BME RBS (Borlar an) NSX) 
上 满足 锥 性 质 
|u—v'gs/ 2 | Pyo(u—o) le (30.9) 


的 最 大 集 ， 其 中 uy v €S(Bazx(a;, ., 4) SOX) jas SC E fa 
(s s ECD 2, o Bo), le (BE 44)", 43<0<1, Bla) 
表示 在 Horum Pac X, Rev: 
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ED e Eyanesnc$ X, (30. 10) 
fil 
jy-1 
定理 1 EM-U(UI LI O20), JE NC 8 get 
集 , HU 
de (M) <max{a(X), No, (30.11) 
其 中 aX) = log ks /log H0), a ABIIT 
MARMAT S COMMI uo vC ARM BL 我 们 得 到 
BEA S(O) Ob (71), 4 B BURA. TT wea 
S =N tn). (30.12) 


选取 所 充分 小 , 使 8。 具 有 挤 压 性 成, 其 中 8 No Wo(5)， f 
EN L FERMER M, ER 


M= Ad, S (5 M,. (30.13) 
如 [0, T] x M,—M 的 映射 F, 
Ft, aS Hex (30.14) 


为 Lip 的 , 则 能 和 证明 M ARR, 具有 有 限 分 形 维 数 、 进 一 步 ， 
MY SO, B) 是 指数 吸引 的 ， 为 了 更 详细 说 明 这 一 事实 ， 
再 一 次 给 出 惯性 集 的 定义 . 

X4 对 于 紧 集 对, WR SOMCY, A 

Ci) SOMEM, V tz0; 

(ii) M 具有 有 限 分 形 维 数 du; 

Gii) 存在 正常 数 ge 和 ci 使 得 对 一 切 (20, 

dist(S(@)X, M) <a exp(—ait), 
WRR MRA HSE 工 ) 的 一 个 慢性 集 . 

对 于 初 值 问题 430.3)、《80.4), 设 五 为 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 ， 
BAREK B2CEEARTENCT, DACH, Ro Egit 4 1. 进 一 
3b, i PA le ER (30.3), (30.4) A AERA FT POE RE (S (0 1o 
的 求解 得 到 ， 设 
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8(D. -D(A HUN, i>0 
设 存在 紧 的 不 变 吸 必 集 B, 
B- Wwe, |ui Wpeab 人 Ep}. 


A> RH, 记 


y - D(Ab, 
BAVOEBOOPIL Up > 
l= lile A  [wl—= lates > 


对 于 方程 (30.3), 作 如 下 假设 : 
B, D(A)>H RESH, 
存在 紧 的 不 变 集 XCR, 和 实数 BE (o, 5], MAR te hu vc x, 
2 | 
LR(O) — RQ) | <00 A*(u - 2) |, (30.15) 

其 中 Cu 依赖 于 不， 

命题 1 在 关于 方程 (30.3) 的 上 述 假定 下 , ER te 使 得 
离散 算 子 8,— 8(t) 满 足 挤 压 性 质 , 其 中 9. 

证 明 首先 , REAR, HARA ENT, BAA 
REAT, MEHE 互 中 对 应 于 正 特征 值 {X,}%- 的 特征 向 量 的 
完全 集 (Vier, 即 有 


Aw, Apa, VacN 
BAE fcn E 
OSA SaaS CA, Qe SA, o9 c 
id JH,-spanian, ws, s, wats 


PAH (e A, 上 的 正 交 投 影 . 
Ait, Q= I—P.J& H 7c H, 的 补 集 上 的 正 交 投 影 , 
Bi BRE, HENE, ME i >, 存在 Now 
No(5), 使 得 对 u vE X, H 
[Qs Suu- So) | >| Px, CS o So) 
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推出 
ISu -Sv| 一 SI 一 2] 。 (80.16) 
4 W.-Sa-S,v. BB 
出 正 交 投影 Px, Qu EF, We E REV T PAW.LIETET 
Qr lF. 因此 
Ale: [PH um TQuW i? 


[PP EQ. LE 
IQUW,j? | 

o anerem a e m 

XX 
sel? LARA a, QV) hy | Qr W,?, 

30.18) 
推出 

X cl M (30.19) 


我 们 要 从 2 isa 推出 i Wi 之 51xw 一 9|， 为 此 , 设 有 方程 


(30.3) 满 足 初 位 w RI vo 的 两 个 解 名 和 wv & WE =u) ~ 08), 
SW ai 


+ AW +R(u)~ RCo) =0, (30.20) 
W (0) = tio — vo Wo. (80.21) 
首先 , 我 们 估计 SC) Lip PHO. HA rfri0.20 5W 
的 内 积 , 得 
d WCHWie O0 -RG) W)-0. 


(30.23) 
由 假设 (30.15) 估 计 非 线性 项 
| GG ~ R(9, W)! 
«OI ASW W: «Oo; W 1-74 | A W ||?! 
«OW *0-^4W |, (30.23) 
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其 中 我 们 用 到 了 标准 的 插值 不 等 式 ，BE (0， 汪 ]. 再 利用 Young 
KER p= 1-133 H (30.22). (30.93) #8 
J-E Wew poi ww] 
«iom + ITE. (30.24) 
1: (30.24) Zia T D, 
«OW t (30.25) 


其 中 0 为 充 依 赖 于 Oo 和 有 的 常数 ， 由 格 隆 沃 尔 不 等 式 和 
(80.35), 得 ; | 
L=Lip (5) «e^t, 
现 回 到 寻求 投影 Px。, 使 得 具有 挤 压 性 质 ， 从 (30.34) 有 


-Zw [*4- IW [2 C31 Wi? (80.26) 
_ [WO] W(t) 
i ACE) Wa E®= WOT’ 
可 得 
EW + A@)— 1) iF |*<0. (30,27) 


FHS KERR IR ARB, (80.27) HEIR 
W(t) expl — 62-0, WO. (30.38) 


Kl t= ta Wt.) We 可 得 
| S.u—S,0| =|W,! Ht) | to 一 tol , 
其 中 


75 
8,-5(5) -exp[ - 3 |, Mr)dv-- C; a (80.29) 
tli (30.10), 24 A, — (4) 2 Amn B. Noto Bb Asa c 


co. Ri, ATARA) ,7 过 i 的 行为 是 未 知 的 ， 以 下 引 理 使 我 
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们 可 控制 商 模 的 过 去 
Bl RAOMEOMS.4 FEY, DU A CO d ERR 
a at) «O30. (80.80) 
4n X1) 7-2, 则 
^ codi 3-1. eH) Ag 
Jo Os 
其 中 Os 和 Oo GI T: Oo 和 8, 
证 明 


d 
$0 


C; 
Ge fe (80.31) 


T 2 (Wr, AW)— OF, WAG 


= -市 :Cs (A—A)E) 


= pT (AW - GU) - RO), (A —X)£), 
(80.32) 


其 中 最 后 等 式 用 到 了 《30.20) . 
(M, (A—102) - M&£, AS) - MEP METAM 


=E LA io. 
因此 
ICA: -20£,* - (CA —0£, CA—- 38) = (AE, (AAD 8) 
a v. (A— MEY). (80.33) 


KG (80.33) 980(30.32), 可 得 : 


3 AOA, 


“Wr (iu) — Riv), (A-A)E) 
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«— " RD- Rw C-E] 
wi AS5W |i CA- 23€] 
<i oV Ime ca 191 


«OA CA-AMI 

«S e Li (A—-AMS, (80.34) 
其 中 我 们 用 得 到 了 《30.15)、 (30.23) 80 fL I. fj Young KEA p= 
9-2. BE —T, (30.34) 可 得 

re) <04), 
这 就 证 明了 引 理 的 第 一 部 分 ， 利 用 Young FSR, 得 
L AG OSA --O3, (30.85) 
其 中 O2 C: (RB Oc AB. in 8-4, N O= OS Os-0. 由 
格 隆 沃 尔 不 等 式 , (30.95) 给 出 
A (1) «ett Ph (19) — (L= oet) ne 

因 些 , Xr Oto t, bis 


A (fo) 22g 4794 (4, -S gin As OS. 
Os 
FEE O Bt. KAAS, 可 得 
te 1 m 可 
mul = Ute = 2 
| ACto)dto FA (CE — 87 Jao Os te, 


作为 引 理 了 荆 的 简单 推论 , (80.295 BE iby 
8.<exp{- 吉 - 1 SUN cee g Gn. Aen av La.) 213 
(30.36) 


其 中 我 们 用 到 了 M7 AG) > Ae, 
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E Os kT BN Co, t. REFER Ost. 1. 因此 


3.<exp l e aye r m (80.37) 
最 后 , 如 No 充分 大 , 使 得 
X250; m(ja +04), 
则 由 (830.37), 有 ; 
&ci. 
这 就 完成 了 命题 1 的 证 明 . 


推论 工 在 命题 1 的 假设 下 ， 存 在 常数 01.Os.Os3， 它 们 仅 依 
赖 于 (30.15) 中 的 Oo 和 B86, 使 得 如 时 


1 
ts ren 
则 
. EA 
L,<Tip,(S.)<et, (80.38) 


进一步 , 如 No 充分 大 , 使 得 
Axa 771205 1n 24-4 (学 1-04), 
3 
WR Hey uoc X, 
(QUOS 4% So) | > Pr, CS au Sav) [, 
1 
推出 B.E 
Su- So! «S,lu—ol. 
换言之 , Sa XX E Lip HH, AA Lip 常数 L,, 如 (30.38) 
Bii, CRAP, Kp «cu. 


从 定理 工 可 得 (S。 部) 的 惯性 集 的 存在 性 ， 
定理 2 在 命题 芋 的 假设 之 下 ， 且 设 由 (30.T4) 定 义 的 跨 射 
F(t, 2) —S(t)x J& Lip 的: [0, T] x XX, v 7:0; Fi IS) evo 
pi (30.3) i d se, 则 存在 惯性 集 对, 它 的 维 数 合计 为 
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dr M\ Kar (MAHE. (80.30) 
证 明 SPAIN L PRD 1 PO HEI, 我 们 得 到 映射 5,= 
SG) X EGRESS M. WS 
dist(Sts, M) «0^R— 0,07 


更 进一步 , 有 
dr M' <max{No, a( X)}<Nofl, Os}, 
HPO [人 - 1) ^w( : ) 是 一 常数 它 能 用 Oi, O: AO 
5=- "COL, da ; 此 能 用 CO:, Os Al Os 
fiit. id 
显然 , MCX, AHR FO, X)ze[0o, T] x X 上 的 连续 性 , ER 
RM. JC M, 推出 ACM, 我 们 注意 到 M JE[O, 0] x M, E 
F YS, A Lip BURA, 
dr(M) «dr [9， ty] x M,) «dr CM,) +i. 
现 证 M MEA TARE, FREH, i0:€(0,4], d 
SM, = S (1) MCU, 可 得 
SQ)M- U SOM, 


= Cl SG) M.) U C A, 80) M.) 
CAMUCLJ S()MOCM. (30.40) 


M= |) SOM. 


Hf >to i t= kt, +S, k70, sE [0, 2,], 则 
SHOM -= SYS (S) MECN NM 
=SEMC LJ Sis) SM, 
C LJ S(s)M,- M, (80.41) 
te 


Cage 
最 后 , 关于 指数 收敛 , 对 上 一 Zr -rs， 
dist(S()X, M)=dist/S(s)\S*xX, M) 
« L,dis&(StX, Afi< L,0,3* 


1 


= (L,0,)87 O53 = Oy, 
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; (80.42) 
其 中 常数 Oo 依赖 于 Ox Co, Os MB Se c(1)^. KATE T 
M 对 于 (ftS(t)}txo, FAERIE DE, 
现 举 两 个 求 惯性 集 的 具体 例子 ， 


[ 例 妃 考 虚 黑 本 - 西 巨 申 斯 基 方 程 
V, + Useee + Une 7 Us =O, (30.43) 


wu, oxxE[-L, £r mam n m, D. 令 
u-[.er(-L, P uraan l-g Ze} umo 
B- [ue Blu ez, D), luluae looi] 

(80.14) 
对 互 的 一 切 有 界 子 集 是 吸收 的 , 其 中 
pedil, piai, (30.45) 
这 里 06 和 O 是 绝对 常数 ， 对 于 wEB, 有 
we jt! fe ll (pops) Em (O03L, — (80.46) 
为 简化 计 , Au! m we, 则 可 写 (30.43) 为 
Eun T 
u(0) — uo, in E, 
我 们 佑 计 解 算 子 S(O) 在 吸收 集 上 的 Lip 常数 荆 ， 设 在 B 中 
Wapu o ul, D 和 ole, 从 是 (30.49) 的 两 个 解 ， 则 莽 
W (a, D = ule, t) - (a, DE 


(80.47) 


Wer We + W'— (Way =0, (80.18) 
W (0) — o vo, (80.19) 
Hp T= Lute) EB, (90.48 5 W FAR, 得 
Ld Wy bt WO [= WOE WO, WO. 
(80.50) 
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Ves es ICD | st WE fire 


«po 到 二 二 | 到 "人 的 fa 


[GC , WE ao] = | Cat), 2W EWG) Darl 
<2iuct) WO La W'G) be 
«2150 IW) BIW) if 
«OS WD + iW" (D1 
简化 为 


工 
2 


wot wot. 
«$imolt-ssoii wn. (80.51) 
TI. [u$ Tu) ns Lu (0) | i pop: = OL 可 得 
E WO [Bot WE) He 40090: 16) [W C 
«(0,1 |W (8) l3», 
(30.52) 
其 中 0v (00,5. 36 (80.52) rb, amb Zeit IWC) lie, 用 


格 隆 沃 尔 不 等 式 , 可 得 
[W (t) 2.<exp[(L +t OL) WCO li. 
因此 
L=Japs(S(@))<exp [+L] . (80.88) 


B AC) = WOPO E®) = LO.” (30.52) 4H 


Wi 
L 2 Lay ax] j2 
IW Ie EMO - G-0:D) | |W) 0. 


因此 (30.38) 具 有 形式 
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IW OD SS W (0)! js, (30.54) 


其 中 
8(t)— $ exp {- zl A )de-F- (1-- osr}. 
(80.55) 
为 了 证 明 S.= S COR IETEBIL id 
t,= L**, (80.56) 
gi (30.19), 
Mm MA eats (30.57) 
SUP Aw WAT Au ur" EH ERRON T) RHEE. 因此 
Aum (Mr Ly, (80.58) 
从 (80.34), 有 


5-7 MOTIG-XOXOL 
= (E) — (Qu, (AAYE) (30.59) 
利用 MUN ERA Young 不 等 式 , 推出 
IMs yi- (WAE i 
« [£'() +2 ED [Ee +B UE E) [E 
SEG) re" E) [7a 4 U@) [EEO LE 
+4) uCé) 12-|£'( | Ee 
ECE) ret 40h £0) ilé C) Ls 
t 4|uCO Lodu'(O | i EC) | i£" (1 re 


= 1 i 
KACH -4gi i£ CO BE” (E) | B+ Apopi X? Ct) 


«AD Apt A(£)* + Apopi ACÈ. (80.60) 
为 使 不 等 式 (30.60) 齐 次 化 , 引入 新 的 正 参数 £, 
B= L'—1. (80.61) 
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Hy Young 不 等 式 ， 


Ag (5 « 30) +8(0/8)8, (30.62) 
dwp e B. q^ + pte. (30.63) 


Fal, par G es 可 得 


了 4G) < (B+ POCE + 2 gig. (80.64) 
REP ER O<t<t., A 


Ra = M4) «ertet (o (2) +(8 sey +H etat) je 


(30.65) 
(80.57), 有 


* 
& 至 & 
A) ha actor [8C Y 4 =A atat J. 


(30.66) 
5j (30.66) J, 0 到 积分 , 得: 
f Odi edis n mus 
> [^2) + eet ft. (30.67) 


由 此 , H (30.55) , 有 
5, = S(t) «i expl u (o Avett 
BR D +7 ele; |i ++I), i. 
(30.68) 
4 (30.45) _ (30.56) #(30.61) J£ A. (30.67), 并 利用 


1--exp(-(8+1)4,) 21-6 1-1, 
可 得 
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“EBRD RM 


5 exp - eos a). (30.69) 


SL? 
其 中 Os 仅 依 束 了 Oo MO. 1090.58), 有 
bcp erp -2 (Not1)t+0s}. (80.70) 
ina 1 
Bit, 如果 Nos OL", Cn 一 pana, 则 38, 之 五 ， 综合 一 下 


作为 定理 2 的 推论 的 结果 , 我 们 有 . 
命题 2 对 于 黑 本 - 西 瓦 申 斯 基 方 程 (30.43), EAE S| BB 
RAST TERR Mo, 它 的 分 形 维 数 可 估 为 
dp( My) «Co, (80.71) 
其 中 常数 Cr ALA Aa HR Ce 和 O01, 它们 为 (30.46) 所 确定 。 
进一步 , 存在 平常 数 Os 和 On 8818) — 91 £20, 有 
dist (SB, Mo) «Cse "| (30.72) 
证 明 idt,-Z*. (80.58), S,- S (1) We B wy Lip iB 
数 , 具 Lip 常数 


L.= Lips (8) «exp (FG +OaL*\t,) <0, 
满足 挤 压 狂 质 ， 由 定理 1， S, 具有 惯性 分 形 集 MCB, 使 得 


dy(M,)<max{a(B), No} 
AL, 
1 
mU), (30.73) 
log om 
L.«p^, Nos OLL’, 8,—679, (30.69), 0,—48,, 分 形 维 数 可 
估计 为 


=< Nomax t 


de (M.) EO L£, (30.74) 
其 中 Or RMF Oo FOL. 由 定义 
Wo 1), SMe 


如 定型 2 的 证 明 , TA Mo ATER, 且 


dí Mo) <20, 1, (30.75) 
由 (30 .42)， 
dist S (HB, Mo) <Oel,[(3,) ]* 
<O (SHOM, — (80.76) 
[B| 3) tif 5X RJ Pu RU HI Ae Spiegel 7j $2 (KSS 77 
#2) 
iu" (2-8 uN w] ("bau 0, (80.77) 
uO, HELE, L] E, 具有 工 周 期 ; 参数 a 和 5 是正 的 ， 且 a 二 
1, L1. FAW RR 
B=({uEL*[0, L], [wla<pr, lw <p} 
基 存 在 的 , 其 中 
and ttt, pe0Op(tid 5L). (30.78) 
考虑 如 下 的 希 尔 伯 特 空 间 
H-I?[0 E), V-(«cH(0, L), wu DAW}. 
由 局 部 存在 定理 , A (30. TO FER ABA vw CY. 的 解 , t€ [0, to), 
14770, 
21382. B ux 0.704€ V x [0, to) EBM, 则 对 iE [0, to), 
(UG) lpr, 推出 
Zw) o0. (30.79) 


证 明 令 o=w, 则 % 满足 
urto” + Qu” + Zov' — 800°)" 4+ av =0, 


put, 
oH (be Jo” | 35+ 85(o%, (vY J tal o| 2 一 3] 2 |f, 
(30.80) 
BREUI, 
jolas loa] "La loe > |". 
因此 
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dk 4h bb eA dp d&j5 


l6 ivit 38(s, v0?) 4 a|vo| 2! vil. (80.81) 
Baci, 如 对 某 个 1 (0, to), v(t), 则 从 (30.80)、 
(80.81), 4 
35 (a, (72) «min {2jv |f (17e) |v det. 

(30.82) 


4 v m ONW D 0 HE PUO, I) LAA AMY TE, 其 中 
再 写 (30.82) 的 左 端 为 
Bafo, Quo Kc 


5 之 = Om Wan ic 
Ee 5 m0 
Ze m Om Waite 


Lo ör? 2 _ fðr? 2 
2 bud Om Loy mm. 


bon”. x 20 


Re & (80.82), 可 得 


— XyowORemintisih, (Le) |0|*}. (90.88) 


53 —J rmn, mW: se ji = LOS, 
+ o arco 
v(z)? = QU. ET v= EO 5) (am io 2) 


(zy G42) | o za 


Wi 


68a? 
" Ee um L(1—ae) 
Pe Vis (Hage) lolz, (30.84) 
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"b T, 
O< 2. ut Fs -- 35] (olea | (a’)°(8— 880 om 
9 
«ov 1. 2-— Bde ess w^ nO ~ 88) lv? Le 
ET i ox 1 [EN] 2: 
K'o pO iam | ane “)) 
38 L(üi-— Ley 小 
d m 2-—— He A E v 
< |v M 了 TET. [vlr 
7 (80.85) 


4 K(0-2-7 Aap a , 则 对 


rz "re, a>In( + i= 
f(r) <0, 
因此 ,如 [ol 3 FL ae, RE (30.85) f ARIE OR. PRE, 
对 二 使 得 1o (1) [i287 L'a*, 必须 有 
d ìi 
| ETORT 
由 以 上 引 理 ， 可 知 集 合 Bo={uCH, jwirn«o) 是 解 算 子 
{KH} («t MRR, 由 此 可 推出 整体 解 的 存在 性 ， Fi 
考虑 在 H?(0, D) Et nu di. 
引 理 8 ^ 
B-íu€ H|Iu'Ir pi, Iv" ops, (30.86) 
其 中 ps 和 ps 为 (30.78) 所 确定 ， 则 B 是 方程 (80.77) 在 五 中 的 吸 
收集 , 
证 明 如 同 引 理 2 KR ou A w= = 满足 的 方程 ， 首 
先 , 由 (30. 有 


3 Z loi? |" *4-38] vy |?--a|v;?7 2| vj? 


)/21s a; 


«2|v| |v"]. 
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上 式 对 E 从 如 到 :积分 ,并 利用 Io <n, 有 
j, Cio" (s) |*-- 88 | vo’ (s) |70! o(s) | “ds 


1 
<20; f iv" (s) ds el 


1 i 
i/n boy 
«30i et (| |o" (s) |*ds) e 


1f ; 1 
«3f v" (s) j*ds --2p1 (t — to) + gu. 
因此 


f Cla" (s) ,2-- 6| ow' (s) |*-- ai o(s) |*)ds 
«pe A p) +1). (80.87) 
XP £—io«1, 从 I A< oo "19"|2, 78 
f Jv' lds< Bp. (30.88) 


1 
因此 ， 存 在 oC [io il, 使 得 |o Cs) | S54 01, 
其 次 , m wavu 满足 的 方程 
w Hw” -2w ~ B60) + wy + aw= 0, 


出 此 可 得 


d lyp 2 apt? | 2 ! 2 
gyp Y ow |?! w| 


= 


9/4, 88 (o, w") + (a, w?) 


L 
J0 


<4 iu" iF +2 wj? + (88 vla-+1) aw (zx)dz 
1 
L g2 Alg D $ LE "E 

«y UI - 2|wj?4- |88p£w? +1) | w| wi 

1 4 a0 

« wu" |?-- 2 wjt (38975 * witt jw] 9. 

t 
h (30.88), Í iw. ^ot, 因此 , MBARE RIRI EHE 4 oC) | 

Ld 
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对 一 团 tto 保持 有 界 . 但 我 们 的 日 标 是 想得到 (wl) |? BH, 
F JE iz Bj 
VQ) S vlt jette Fa v7, 
则 法 轨 线 Le) eo 它 的 变化 为 
dy ^a. E wf _ pr do 
ZV Oo) =I = (+ 804, a) 
=(— o” — 2o 55, (— v — 2o-- 999)" — Bye’ — aw) 
=— (vo) Ha, vv) — ||? 
-r2a iv ;?—8a|v?|? 
« - 2a -È aAa, ov’) 
*« —2aV --S(v", vv’) 
= Lj al? “BR j aap | 2 
« —2ay 4 Vu + 68 | vo" | 
i 
— 2a at? 2 65 *|2 t 
Ex é 从 二 到 二 积分 ,利用 (30,87), 可 得 
V (E) <exp(2aito~ £))V (to) +exp( — da) 7e S 
«V (to) --5p1/«/ 65. 


. 3 
«3 lÈ lv (to) |24+3p8/87, (80.89) 


L 
另 一 方面 ， xu oF | «^, 应 用 Poincaré 不 等 式 有 
I? ; 2 ; I? 
Iul s ul D Ly e D ovie, 


Bi Lu le) — Ef ody] = leli tels 因此 


2 
l-4 lot | ve’ ]?, 


ESR é A fo P) é AAS, AA (80.87) ft o= t-1, 18. 
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- 


a z)? PET peia L, 
f, larva) Fa oT f uir) bat + 7 5p} 


«obi = 


(30.89) KK t= t Fl te — #4+-1 8823, 1 


MB , 8pl Lp! 8d 
V) ao r eee 


«pi Os (14 L8 3), 
可 以 推出 , 对 Pto, i 
wE PV Ct) + l PGE *)?, 
现 转向 原来 的 方程 (30.87)， 我 们 有 
Au ul, BRO)=— Bu’ —S8(u')*u" + (w!)? au, 
吸收 集 为 
B={u EH, W| <o, |u| <p}, 
BAS RMTARMRZERTR, $ 
W= Uy — Us, 
其 中 ts ue 2 76 (80.87) BS REA E, J w EF 
We Ww" Be” — 88 [ Cu) Pel — ug) u] 


+ [ (uh)? (ua) ] 9-0 — 0. (30.90) 
U= t 十 Wa， MIU 
1 d Voy 2p. dap 12 lay |? 
ered! + fae’? +a! w | 


=B uinu, wy +86 (Qus ^w", w) + Qu^w', w) 
KBS a pal wee’! g 
4-38 |w^ lw r] Cua) set 1] lw | lwla, 
« 60 pop. | W | 1| w^: z í 3 
+68|w’ | |w, | uS | za |" | zat 20s 20] |w; F 
« 65 psp | ww’?! 4-68 pipe! wi iw” | 3, 10 |* | w^ |* 
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- 
I [20 1? 4- O (Y pip t pF), w |? 


«3 xU OS pps pf) tw | 


和 申 格 隆 沃 尔 不 等 式 ， 
‘ee(t) | oxp [OS[3 pfod - ANON, |, (80.91) 
Pik SÆ Lip PRAY, Lip 常数 由 (30.914) 所 估计 . 
ACE) = ED, EC) = wt) / Es 


则 有 有 
ii ap |2-+ (A(£) — Os (o + 52028) ]) e |*«0, 
ND RN 可 得 
JuD <8(#) |w (05 [, (80,92) 
其 中 


a()= 一 去 | eae Ge tof + Bors) "It, (30.93) 
QUEE ire - 
M eM) y eei = 27 (Nee). (30.94) 
ARWRMOKEATR 


$4 Oo quim GI) 


- - (Ang it (Be. BG. (4-152) 


<-i G4 DEI S Tar Ra) - Ble)? 
(30.95) 
DEAR Hr AER EZ 
| B(ua} — RQuo) | 
= | ee ay" 2- Aww] + 22^w! | 
«2 w”! 4-88) Cu’)? rl" | 
4-68 o | iu^ | ac :s+ a ww | [iue 


1 
«2A* iw! 188 "| b du 
HT 3 
+65 pap: w, E w^, 4 Qo || * "| 
a 
< (2 +35 pipe )AT w; +63 p. poh? iw] 上 2p2 w], 
联合 (30.96) 和 (30.95), 利用 Young 不 等 式 , 得 
3 3 
A's; O38? ptos ^ 4- O4(8 pipe)? A* +4 pt A 
E 
«Os Pipo) N+ C, [8 Q:p2)* +ô 3] 
«Os(0 p1pz)*& 1 Os( 8 pipe)?, 
由 格 降 活 尔 引 理 ， 
AE)  gfiit 04 Cy — (1 -- efitt-te) (B5/8:), (30.96) 


其 中 总 = O2( 41 plpa) Ba= Oal pipa)’. 
-对 O<Rte<t, 在 (30.96) 中 求 和 (如)、 利 用 (30.94), 可 得 


A (Ao) ee fithito), Le (ghsth-to -1). 
1 
.E3XX fo M to 9 S] fo— f, BD, 有 
ie Miodio >- etha (L )te (80.97) 


£i 


i 1 
t,~ Br OS (8 pipa)? 


= QOpL*(HLe8)3, (30.98) 
则 从 (30.93) 得 到 
8, -8(1,) ht Bos? — E] + (pip2)”) Br". 


(30.99) 


33; 


X TIL. ndm 


AO, maxi. BBT + pf + (pape?) 
~ Osmax{ (3 pip.)?, 1, pf + (Oppo) | 
£z max (8*(8 2L2)4 (1+ L+ a), 1, (8 pb 
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RIP 123-872)} 
>O,mex{t, 14+ 22-8 3) 48 $19] 
>O,max{L*, L3, pes $}, 
TH (80.94), 如 果 
NoOSmax(I?, LESE, DISE} 
yy a<, 5i —Ji Bi, SETE t= 6, AG Lip 常数 能 估计 为 


Ly = Lips(S,) «exp Oo (3 pxpz)?-- pj )t, 


< szp( Ge Ou 8 m) 1 


其 中 我 们 用 到 了 03/8 «057, SE ATHE AH DEA RC 
2L, 
1 )] 


| n 
de M) <M, (Ce. 
In rm 
一 上 10 . 1 8 .1 
XO;58 15 maxi L, LFS ?, L58 5j, (30.100) 


其 中 8. 一 25,， 于 是 得 到 如 下 命题 
命题 2 存在 条 尔 英 长 党 夫 - 西 瓦 申 斯 基 -Spiegel 方程 (30.77) 
XE B (PB PESE Mo, 它 的 分 形 维 数 可 估计 为 
dr(Mo)<Ozd T max (L^, LTS È, £5573}, 
(30.101) 
其 中 Ore MET IH, RF Oo. 进一步 ， 存 在 绝对 常数 01s 和 
Cx, 使 
distr (S(2)5, Mo) «Qs exp( — On L--8 3*0). 
(30.102) 
WEBA 《80.101) 已 经 证 明 、 至 于 收敛 性 , $18) (30.42), 5, 
自 (30.99), i. 取 自 (30.98), 即 得 到 (30.102) , 


366 


附录 A 基本 符号 和 函数 空间 


Re 表示 n 维 欧 几 里 得 空间 , 2= (2s a ts S) RU 中 的 任 
MA. m uU 


wl) BM = Da T 的 导数 ， 其 中 = (a, a, -, a) LS BB 
Ph, % 20, ba; = atat +o, 是 导数 的 阶 、 


几 个 基本 函数 空间 的 定义 
FADER RAE O LAM, KF OK pol 次 可 积 的 函 
AARRE rs o 其中 的 模 由 等 式 Tul (| lunar) sx 
义 ， 如 Cw) 是 向 量 函 数 ,= Qs …, uy) 则 
S 177 
jule) leno - (32 Luly,) 
* po oo 时 , LAORE O E BUB TMA BUR EAT ie 
所 组 成 的 空间 ， 它 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 , 具有 模 
lu aco, — sup essiu(a) |. 
4 p-2 8, Ga(9) 为 一 具有 内 积 
(u, v) IK 
的 巴 拿 替 空间 ， 其 中 v(2) OR IR c vw) BO Me HET 
HARE A pO) OR i Dule) € 4,2) Br RU HR 
空间 (0< il <m), E — EL SERIE IT, 具有 模 
Heth aga C P | Dull 50) /*. 
 p- 287 WEA) - 20 (2) 38 Afer 
(9) (X) SCR HAGE QUI) KEARDEN TEE 
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数 的 空间 
WED) UR AOR WHOSE, Lp 2 M 
Y Be Qs — HELO), 
L la, bh DKK a, NAMRMBE FHL, BREA, 
ER TEMS, MEH Fionn (f foin) 
| ETE Ty WH) WO, T, PLO SERE 
间 , 当 p= co Rl, Zula, by P) TERM Ca, 6) 到 27 的 一 切 可 测 和 本 


BUB HOSCE IB, 它 是 -一 个 巴 拿 赫 空间 , RAM 
Lf le. anb ~ "sup essi f (t) la. 


类 似 地 , 当 - coca <b<+oo, 我 们 用 V (La, 6]; VKR 
la, DIEI 27 的 所 有 连续 函数 所 形成 的 空间 ， CCa, b; DJAM 
[o, 513) 2^ 的 万 次 连续 可 微 函数 空间 (其 中 EN)， 它 们 是 巴 拿 
BAH, 分别 具 有 模 

VF laco, bia Sup IFC Vary 
» L3 dif | 


A2 $i dU latara 
- VG ER BK u() € Q KARAKA | 阶 连 续 可 微 的 函数 
空间 


If. Bile bi 


COD) = (uz) Duo) AA A Vra 
FARA n BBR, 
其 中 ule asm luo) lena + D (De), 


ipl) - ey) | 
HQ) = me ey f 


几 个 常用 的 不 等 式 
1. 柯 西 不 等 式 . 
lauéing | EN GEE £j "asma 74. ; 
"x4 E BARRE sss, 8 — Gi, UL EE 意 实数 Ëi RIAM En 和 
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Ny t Mn 成 立 、 
2. 35 € 的 柯 西 不 等 式 
abe S at- B 
它 对 任何 8e>0 AUE BEAM e bx. 
8. Young 不 等 式 


sion HAY. 
4. HRETSEX 
[fuser «(f jute) vex) "(f. loa) |® i^ 
Hp gel, Iehen, m BE Ur oA ur 


jg cone [eife uina) 


=, 8,70 


[ua 
o 
bg 


Eoi, SA =1, 
fa Au 


B. 格 隆 沃 尔 不 等 式 
设 wlz) 和 有 (zx) 是 [0, 嫩 上 的 非 负 连续 函数 ，c>>0 JE SOS, E 
对 O<ae<il, 


u(x) cot [Cuas, 
my O«c«l Æ 
u(x) <c exp (fco ). 


6. Jensen 不 等 式 l 
iE R-R fF oy Ba X, FE is, 51, iy 


5 (4, |. soa )« Lf otra. 
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HRB 索 但 列 夫 嵌入 定理 和 内 播 公式 


OCR 是 一 古 界 区 域 ， 如 果 存 在 正 数 a MA, ERAEN 
€ 9, 能 构造 一 个 以 2 为 顶点 . 锥 角 为 «高 度 为 万 的 正 球 锥 了 ,位 
FO py, 则 称 区 域 2 具有 锥 性 质 . 
例如 , d 0 € St, 或 2 为 凸 区 域 , 则 口 具 有 锥 人 性质 
EBBI 设 Q 为 具有 能 常数 为 4. 有 的 锥 性 质 有 界 区域 ， 设 
u(z)€ €"(Q) lw T(Q), Xd p»1. in m>n/p, W 
sup]utz) «ellul wya (B.1) 
其 中 常数 e DUKE e h miM p. 
tI g mm 一 本 > 其 中 2 为 非 负 整数 , 则 有 
| Dulo | el wea). O« loa «? (B.2) 
推论 多 dru(z)cWI(Q, RA m—n/p>l, ep) HAL AE 
数 , W u(2) € EC LALLY, 
EIB. 设 wEc(CB"),p 为 大 于 n% 的 实数 , 则 对 任何 2.yE 
my 


po- GOTS Ditj\,0=ClDeligary, (B.3) 


其 中 常数 c (IRR n. p. 
RBS 设 g.? 为 任意 实数 ,满足 1<g, rao jm AE 
意 整数 , 满足 0<j<m， 若 wwEc8(R"), 则 l 
| D'ulz med DHul; vis, (B.4) 


其 中 ide -?).a- at, 
且 
Í <a axi, (B.5) 
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ERRAT m jara mj TRE PORE, 则 当 
jimai (B.A4 m3, 

定理 卫 .4 (ARACE 上 的 内 揪 公 式 ) HOCK AA 
FU. 2AE, wa) WHR) EQ), Olim, 4 m-t- nr 
不 是 非 负 整数 时 ， 

i 


t -iza[4- at 
sacl, t<r, gs, 全 -Te m) e) "i 
M m-l- Jide SURE, 


J cacti, 1«r«oco, l«qg«oo 


则 有 


[Dube os elles co tel i, (B.6) 


Hd c= 6(Q, n, m, j, $, r,a), 


当 p>0 时 ， : 
lels o= (f, 1uivaz)'s 


A-[-——] a=- h, 


Ë. i2| 
iuis a= sup! D'u(e)ls 


(ii) N 40 时 ， 


(ullo, o = sup 
ac 


2$ p«0 By, 


| D*u(o) — Druly) | 
|a—y!* 


EBS RAZZ) BEAR OCR, 02Ec™, 

(1) 3 m-— 0 时 ， 
Jul mena, ell ef] wm, (B.7) 
h=m- [| -iz9. 
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A m-— PREM, T<r< ce， a-1-- [2]; 


3 m-ig, L<r<oo, O<e<1, 
4 «aci - [7]. 0<h<m 一 | 于] -1 mt, o ope wn (2) 
exc QV 52 4 Ye eR, 或 嵌入 是 紧 致 的 ， 
2) 3 m-1-—-0R, 
tetra KC julwe co; i«p«oo, l«r«oo — (B.8) 
当 m=} <0 i, 
lat] ecco Se eaedem (B.9) 


1 a AA 
Kro, l<p<- WSOP 


当 Ols m-i, l<p ed m— 1-— Tom, 
Wr(Q)oW;(Q) 


d5pAdE BERI RAK T. 
EHEC POCRAHAAM ANC, Wi«r«co, 0<k 


<m, WRARF 


WFW A) 
是 紧 致 的 , 其 中 
Ip k+- m0, 
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附录 C 不 动 点 原理 


定理 C.1( 压 缩 映 象 原理 ) MAX, 9) 蚌 一 完备 度量 空间 ，_f. 
AX—X 具有 性 质 
dif G^, f) kale, y), kel, Ve, y€ X 
则 存在 唯一 的 不 动 点 xoc X, 使 得 
了 ao] = to. à 
EECA ERRIRE) BB =e cER, fels 
1}, f. B,B, 是 连续 的 , SEB. 中 具有 一 个 不 动 点 ，， .- 
定理 C.3( 虎 加 菜 不 动 点 定理 ) Bf, 吾 一 也 .为 连续 映射 , 且 
BMT urd MY Are 有 
f(u) +Auto, Yu, lul=7 
WFE uo, lol <r, 使 得 f(u) = 0, 
BEUA ERTA ERZE) GEO XX PHARAGR, 
且 天 C0 是 紧 致 的 映射 , 则 存在 点 EO, TS f (20) 7 vo. 
定理 0.5 设 O 是 瑟 中 的 紧 致 凸 集 , COO 是 一 连续 映射 ， 
网 存在 zo € O, 使 得 f(a) = so, 
定理 0.6 BOLARASMSA, T. 于 一 全" 是 闭 的 线性 
BRAY, 满足 
Tr, 2>. eella|l?, VzC X, H+ c0 


Wi Tao. 
定理 C.7 iX hHkBESdHdcH H 
B: Xx X0 
对 第 一 个 变量 是 线性 的 , 对 第 二 个 是 反 线 性 的 , 是 具有 如 下 性 质 
(1) Bl, y) | «exixllvll Va yC€ X 
(ii) | B(a, y) |zxesl el^, Va y€ X 
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则 对 每 一 个 2€ X, 存在 唯一 元 素 aX", 使 得 
X*(y) = B(y, 2). 
定理 和 .8: 勒 震 - 绍 德尔 不 动 点 定理 ) WEHGUSÓAHECE 
对 于 非 线 性 算 子 方程 
e—A(a, A)=0, sE E, XC I--[0, 1] 
满足 如 下 条 件 ， 
(1) XT XCI,S TA: ExI>E 是 完全 连续 算 子 ; 对 有 
AUCE, BT 4 对 入 -- 致 连续 , 
Cii) HTAR- Al, 22 —0 的 所 有 可 能 解 z, 对 和 ET, R 
EB ER lel 一 致 有 界 . l 
(iii) 4A=OR, A(z, -rE BPA ME fh, 
则 对 一 切入 ETI, 泛 函数 2 一 4(z, 4)-0 至 少 有 一 个 解 。 
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